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1. Gegeven is de functie

a)
b)

c)

)

z+1
(x+1e L r<o,
e* — arctan(z)
flx) =
(1+2)=, x> 0.

Beargumenteer dat f continu is op R.
Bepaal de (horizontale, verticale en scheve) asymptoten van f.

Laat zien dat voor x > 0 de afgeleide van f wordt gegeven door

Flo) = 1+ (EDROED) g,

Is f differentieerbaar in x = 07

Uitwerking

a)

Voor z < 0: z+1, e**!, e® en arctan(z) zijn continu, dus de som, het product en het
quotiént van deze functies is ook continu. Verder is arctan(z) negatief voor x < 0,
dus de noemer e” — arctan(x) is ongelijk nul.

Voor = > 0: Er geldt (1+ IL’)% = e+ M(142) Dt is een continue functie, want €2, % en
In(1 + x) zijn continu, dus het product en de samenstelling is ook continu.

In z = 0: Er geldt

£(0) = lim f(z) = lim 2D @D

210 210 e* — arctan(z) e — arctan(0)

en
lim f(z) =1im(1+2)= = lim (1 + )¥ =,
dus f is ook continu in x = 0.

Voor z — oo: Er geldt lim, .o 2 In(1+x) = 0 (standaardlimiet), dus uit continuiteit
van de exponentiéle functie volgt

1
T

lim (14 )= = lim ernHE) — 0 — 1

T— 00 r—00
De functie f heeft dus de lijn y = 1 als horizontale asymptoot.
Voor x — —oo: Er geldt lim,, o (z+1)e® = lim,_,_(ze® +€*) = 0 (standaardlim-
ieten), dus
, (x4 1)e*t! 0
lim =
e——cc €? —arctan(z) 0+ 3

=0,



dus f heeft ook y = 0 als een horizontale asymptoot.
Omdat f horizontale asymptoten heeft bij +00 en —oo, heeft f geen scheve asymp-
toten. Verder zijn er geen verticale asymptoten, want f is continu op heel R .

c) We gebruiken de kettingregel en de quotiéntregel:

d 1 d 1
— (1 T Eln(ler)
da:( +2) dme
1
:e%ln(H»x) (%H—x—h’l(l—Fx)l)
22
14 (z—1+2)In(l+2)
=(1+z)= 1( p .

d) We berekenen eerst de rechterlimiet in = 0 van de afgeleide, zie 1(c). We gebruiken

1
In(l4+2z)=x— §x2 + O(2%), voor z — 0,

dan volgt

1+ 2)In(1+2)=(1+2) (:c - %SL‘2 + O(:z:3)> =z+ %xQ + O(z?), voor & — 0.

Nu vinden we

lim £ (14 2)In(1 +2)
=)0 22 z]0 2 z10

en de limiet van de afgeleide wordt dan

: . 11 r—(1+2z)n(l+ ) —1 e
lim '(z) = lim(1 . =e-l-—=-5.
i /') = tig(1+-0)* - 2 :

Vervolgens berekenen we de rechterlimiet in x = 0. Voor x < 0 vinden we met de
quotiéntregel en de productregel

(e* — arctan(z)) ((z + 1)e™™ 4+ e™t1) — (z 4+ 1)e"t (" — )

! _ 1+z2
Jl) = (e* — arctan(x))? ’
en dus
lim f/(2) = lim (e” — arctan(x)) ((z + 1)e™*' + &™) — (z + 1) (e* — 72)
210 210 (e* — arctan(x))?
(e¥ —0)2¢e!
BCE

We zien dat lim, o f'(x) # lim,yo f'(z), dus f is niet differentieerbaar in z = 0.

2. a) Formuleer de middelwaardestelling (mean value theorem).



b) Bewijs:

1
ng_\/_<

c¢) Bereken lim < Vad(x+1) — ZL‘>

r—00

voor alle z > 0.

\/:z;_

Uitwerking

a) Als f continu is op [a, b] en differentieerbaar op (a,b), dan bestaat er een ¢ € (a,b)

zodanig dat ) @
fb _fa !
A

b) Neem z > 0 vast. We kiezen f(t) = v/t, a = v en b = x + 1. De functie f(t) = \/1_5
is continu op [z, + 1] en differentieerbaar op (z,x + 1) met afgeleide f'(t) = \F

We passen de middelwaardestelling toe: er bestaat een ¢ € (z,x + 1) zodanig dat

Ve+l—vyx 1

(x+1)—2 43

Omdat \F een dalende functie is op [z, + 1] volgt nu
Ll ViFi-Yie—— <
4/ (x +1)3 ~ 4V T A3

¢) We vermenigvuldigen de ongelijkheid uit 2(b) met v/z3, dan vinden we

< Vard(x+1) S%

:B+1

De limiet van de uitdrukking aan de linkerkant is

N
1 - _

Uit de insluitstelling volgt dus

lim (/a3 + 1) - x) = i.

T—00

3. Bereken de volgende bepaalde, onbepaalde en oneigenlijke integraal.

Uitwerking



a) We gaan eerst breuksplitsen:

L __ A B _C
r(z+1)?2 x+1 (z+1)2 2

We schrijven de rechterkant weer als één breuk:

Az(r+1)+Be+C(z+1)>  2*(A+C)+z(A+B+2C)+C
(x+1)%x B (x+1)% '

Aangezien de noemer gelijk moet zijn aan 1 voor alle x, vinden we de vergelijkingen
A+C =0, A+ B+2C =0, C=1,

met als oplossing A = —1, B = —1,C = 1. Nu gaan we integreren

/2 1 /2 1 1 1
——dr = - — — dx
1 x(x41)2 1 \z z+1 (x+1)?

1 2
— (lnz—1 1 —>
<nx n(a:+ >+x—|—1 1

:1n2—ln3+%—ln1+ln2—%zlng—

D=

b) We passen eerst de substitutie u = e* (du = e*dz) toe:

/e”ez sin(e”)dz = /e“ sin(u)du

We gaan nu partieel integreren. We kiezen f(u) = e* en ¢'(u) = sin(u), dan f'(u) =
e* en g(u) = — cos(u), dan

I(u) = / e sin(u)du = —e" cos(u) + / e cos(u)du.

We gaan nu nogmaals partieel integreren

/e“ cos(u)du = e"sin(u) — /e“ sin(u).
We vinden nu de vergelijking
I(u) = e (sin(u) — cos(u)) — I(u),
dus, omdat primitieven uniek zijn tot op een constante,
I(u) = %e“(sin(u) — cos(u)) + C.

Tenslotte vervangen we u door e*:

/€m+ex sin(e”)dr = %eew(sm@z) — cos(e”)) + C.



c¢) De integraal is oneigenlijk bij 0 en bij oo, dus

=1 d | dzx.
/ \/_x+ ig)l/\/_ x+1m/\/_x+1 T

In plaats van het punt 1 als grens mag je ieder ander punt p € (0, 00) kiezen.

We berekenen nu eerst de primitieve. We gebruiken de substitutie v = /z, dan
du = ﬁdaz en z = u2. Nu vinden we

1 1
/mda: = 2/ o 1du = 2arctan(u) + C' = 2arctan(y/z) + C,

en dus

oo 1 1 b
/0 mdm = 13{512 arctan(y/x) . + blirgo 2 arctan(/7) X

= 2 lim arctan(b) — 2lim arctan(a) = 7.

b—oo al0

4. Bepaal of de volgende reeksen absoluut convergent, voorwaardelijk convergent of diver-
gent zijn. Geef duidelijk aan welke stellingen je gebruikt!

DY b)Y )

n=2

Bepaal de convergentiestraal van de volgende machtreeks:

[e.9]

Z 2n'3"

n=

Uitwerking

a) We bekijken eerst of de reeks absoluut convergent is Voor alle n > 2 geldt er
In(n) < n, en dus @ > L. Omdat de recks > 7, - divergent is, volgt uit het

o0

majoranten-minoranten kenmerk dat de reeks ) >, ln(n)

reeks is dus niet absoluut convergent.
We bekijken nu of de reeks convergent is. Het is een alternerende reeks, dus we
proberen het kenmerk van Leibniz toe te passen. Er geldt

divergent is. De gevraagde

1. L < L voor alle n
In(n+1) In(n)’ ’
li L =0

2. n(n)

dus de reeks is convergent. Conclusie: de reeks is voorwaardelijk convergent.



b) De reeks heeft alleen positieve termen, dus convergentie is in dit geval hetzelfde
als absolute convergentie. We gebruiken het limietvergelijkingskenmerk met a, =
tan(-;) en b, = . Er geldt

tan(= sin(=5 1
L= lim 2 = fim 5"2) — lim (1”2) .
n—oo 0, n—o0 ol n—00 o COS(n_Q)
Met behulp van de standaardlimiet lim,_. # =1 vinden we
1
L=1--=1.
1

Omdat 0 < L < oo endereeks > | = convergent is, volgt dat de reeks Y>> | tan(-5)
ook convergent is.

¢) We schrijven de machtreeks als >° a,z™. We berekenen de convergentiestraal met
behulp van het quotiénten kenmerk:

" nhH2  (2n)!
L= tim | % = g S (e DY7 (2n)
n—oo | n—oo 3L (nl)2  (2n+2)!
1 (n41)? 111
= lim — =—.—-=—
e 3(2n+2)2n+ 1) 3 4 12

De convergentiestraal is dan R = + = 12.

~

5. De functie g : [-2,2] — R wordt gegeven door

NIE]

g(x) = /0 cos(t?)dt

(a) Geef een formule voor de afgeleide Z—i.

(b) Laat zien dat g inverteerbaar is en geef de formule van de raaklijn aan de grafiek
van ¢g~! in het punt (O,gfl(O)).

(c) Bepaal de Taylorreeks van g rond het punt x = 0.
Uitwerking

a) Omdat cos(t?) een continue functie is, volgt uit de hoofdstelling van de integraal-
rekening en de kettingregel dat g differentieerbaar is met

g (x) = %cos(%xz).

b) Uit x € [-2,2] volgt
1
Z$2 S [O, 1]

De functie cos(t) is positief op [0, 1]. We zien nu dat ¢’(x) > 0 voor alle x € [—2,2].
De functie g is dus strikt stijgend, en dus inverteerbaar.



De raaklijn aan de grafiek van g~! in het punt (0, ¢g~1(0)) is de lijn

dg~!
dzx

- T

-1
= O
y=g (0) o0

Het is duidelijk dat
0
g(0) = / cos(t?)dt = 0,
0

dus ¢g71(0) = 0.
We bepalen de afgeleide van ¢~
y =g Y(z), dan x = g(y). Differentiéren naar z geeft nu

1

dy dy 1 2
1= - Yo
gy )dx dr  g'(y) cos(;lly )’
en dus
dg=! B 2 B 2 .
dr le=0  cos (1(g71(0))2))  cos (102)) 7

De gevraagde raaklijn is dus y = 2x.

We gebruiken de Taylorreeks rond x = 0 van cos(x):

cos(x) = ZO %Ti, z e R.

Nu vinden we de Taylorreeks van cos(t?) rond ¢ = 0:
o nt4n

cost2 :Z t € R.

n=

met behulp van impliciet differentiéren.

Noem

We mogen een machtreeks binnen de convergentiestraal termsgewijs integreren, dus

voor ¢ vinden we

> ( 1)n t4n+1 z

= 1)n 4n - 2
Z (2n /tdt Z(Zn)!4n+1o

n=0 n=0

n 4n+l

)!
Z (2n)! 247+ (4n 4 1)’

n=0

voor alle z € [—2,2].



