
TO O Delft 
Tentamen Wiskundige Structuren (wil607) 

05-04-2013; 14-17 uur. 

- Geen rekenmaclrine/telefoon toegestaan 

- Geen grafielcen/plaatjes/Venn-diagrammen in de antwoorden toegestaan. 

- Geef aan wellce stellingen ui t het dictaat je gebruikt. 

1. Z i j ƒ : Z X Z -)• N gegeven door / ( x , y) = \x -|- y\. Bewijs of weerleg: 

a. ƒ is surjectief. 

b. ƒ is injectief. 

Laat een verzameling z i jn en laat B, C, D deelverzamelingen van ü zi jn. Herinner dat 

Ax B ^ {{a, b) -.aeAenheB}. 

c. Toon aan dat {A x B) U {C x D) C {AU C) x {B U D). 

d. Geef een voorbeeld van verzamelingen A , B , C , i ? zó dat {AxB)iJ{CxD) ^ {A\jC)x{B\jD). 

2. Beschouw de volgende relatie op Z: x ^ y als er een me IJ bestaat zó dat x + y = 3m. 

Bewijs of weerleg elk van de volgende uitspraken voor 

a. c^ is reflexief. 

b. '--̂  is symmetrisch. 

c. ^ is transitief. 

3. a. V u l de volgende definitie aan: Een reële r i j (.'c„)„>o convergeert naar een getal a als 

De r i j (a;„)„>o is recursief gedefinieerd als XQ = 3 en Xn+i — \/2+~xf^. 

b. Bewijs met behulp van voUedige inductie dat voor elke n > O geldt dat a;„ > 2. 

c. Bewijs dat (a;rx)n>o dalend is. 

d. Laat zien dat (a;„)„>o convergent is en bereken J.im^a;„. 

4. Laat O j — V j + 1 - \/l voor elke j > 0. 

a. Toon met de definitie van "convergentie van een r i j " aan dat h m aj — 0. 
j—>oo 

oo 

b. Toon met de definitie van "convergentie van een reeks" aan dat ^ aj divergent is. 

3=0 

oo 

c. Formuleer en bewijs het quot iën tenkenmerk voor reeksen met Cj > O voor elke j > 0. 

Zie ook de volgende bladzijde. 
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5. Laat A een niet lege verzameling z i jn . Laat f,g : A begrensde functies z i jn en neem aan 

dat voor alle x e A geldt dat g{x) > 1. Definieer de getallen a en ,0 door 

a = sup{/(a;) : x e A}, /3 = mi{g{x) : x e A}. 

Definieer ti: A ^ R door h{x) = 

a. Toon aan dat sup{/i(a;) : a; e A } < —. 

b. Geef een voorbeeld van een verzameling A en functies f en g als bovenstaand, maar zó dat 

sup{h{x) -.xeAjy^^. 

6. a. Laat D een verzameling zijn. Vu l de volgende definitie aan: Een functie ƒ : D -> M is continu 
i n een punt c E D sis 

Laat a, 6 G M met a <b. Een functie ƒ : [a, ö] -̂ > M heet Lipschitz continu als een M > O bestaat 

zó dat voor alle x,y e [a,b] geldt dat |/(a;) - f{y)\ < M|a; - y\. 

h. Neem aan dat ƒ Lipschitz continu is. Bewijs dat ƒ continu is. 

c. Neem aan dat f en g beide Lipschitz continue functies zi jn . Bewijs dat de productfunctie 

f g weer Lipschitz continu is. 

Hint: Gebruik de driehoeksongelijkheid. 

7. Gegeven z i jn functies fn : D ^ R voor n > 1 en ƒ : D -> K. 

a. V u l de volgende definitie aan: We zeggen dat {fn)n>o uniform naar ƒ convergeert als 

Definieer voor elke n > 1, ƒ„ : [0,1] ^ R door fn{x) = nxe""^^. 

b. Toon aan dat ƒ„ —> 0. 

Hint: Gebruik dat e~* = ^ < i+l+t^ voor alle t>0. 

c. Laat n > 1. Bewijs dat ƒ„ een maximum heeft. 

d. Toon aan dat niet geldt dat ƒ„ 0. 

De waardering voor elke vraag staat in de kantlijn; het tentamencijfer wordt berekend volgens de formule 

^ , Totaal 
Tentamencijfer = — h 1, 

en afgerond op halve cijfers. 

EINDE 


