Tentamen Inleiding Statistiek (wi2615)
22 januari 2010, 9.00-12.00u.

Een antwoord alleen is niet voldoende: er dient een berekening, toelichting en/of motivatie aanwezig
te zijn. Dit alles goed leesbaar en in goed Nederlands. Succes gewenst met dit tentamen!

1. We beschikken over een steekproef X1i,...,X,, uit de verdeling met kansdichtheid

[0l +2)7 alsz >0
F(alf) = { 0, als z < 0.

Hier is # > 0 een onbekende parameter.

a. Laat zien dat de familie {f(-|¢) : 6 > 0} een exponentiéle familie van dichtheden is.
Concludeer uit de bijbehorende representatie dat Y ; log(1 + X;) een voldoende (suf-
ficient) grootheid is voor 6.

Oplossing: Schrijf de dichtheid van X; als

f(x]0) = exp {log @ —log(1 + x) — Olog(l + x)} = exp{c(0)T(z) +d(0) + S(x)},x € A

Hier geldt c(0) = —0, T(x) = log(1 + z), S(z) = —log(l 4+ ), d(f) = logf en A =
[0,00). Dit laat zien dat het een exponentiéle familie is. Voor de simultane dichtheid
van X1, ..., X, geldt dan dat

n n
fz1,...,2n]0) = exp {nlog& - Zlog(l +z;) — GZlog(l + :L'l)} ,x; >0
i=1 i=1
De factoriseringsstelling van Neyman geeft dat > | T(X;) = > log(14+X;) voldoende
s voor 0.

b. Leid de maximum likelihood schatter voor 8 af, gebaseerd op Xi,...,X,,.
Oplossing: De log likelihood wordt gegeven door

n

00) = Z log fo(Xi) =Y (logf — (6 + 1) log(1 + X;)).

=1

De afgeleide hiervan is

7(0) = % — Y log(1 + X;)
=1

Nulstellen levert 6,, = (% oy log(1+ Xi))_l; tekenoverzicht laat zien dat de log likeli-
hood in dit punt mazximaal is.

2. We hebben een enkele observatie X uit een uniforme verdeling op [0, §]. De uniforme verdeling
op [0, 0] heeft kansdichtheid f(x|0) = 6~ '1( g/(2). We willen de hypothese Hy : 6 = 1 toetsen
tegen alternatief Hy : 0 = 2. De toets wordt gebaseerd op X, waarbij Hy ten gunste van H;
wordt verworpen voor grote waarden van X.

a. Bepaal de kritieke waarde horend bij deze toets, bij significantieniveau a = 0.10.
Oplossing: De nulhypothese wordt verworpen voor X > c. De kriticke waarde ¢ wordt
bepaald door de eis Pp—1(X > ¢) = fcl dx = 0.10, dus ¢ = 0.90.

b. Bepaal het onderscheidingsvermogen (de power) van deze toets.
Oplossing: Het onderscheidingsvermogen is de kans op verwerpen van Hgy als de alter-
natieve hypothese waar is. In dit geval dus Py—o(X > 0.90) = f02.90 3dz = 0.55.



c. In problemen waar we een enkelvoudige nulhypothese tegen een enkelvoudige alternatieve
hypothese toetsen, ligt het voor de hand de toets op de likelihood ratio te baseren. Geef
de uitdrukking voor de likelihood ratio in de huidige context. Beargumenteer dat de
beslisregel om Hj ten gunste van H; te verwerpen voor kleine waarden van de likelihood
ratio niet eenduidig leidt tot de toets hierboven die hier is beschreven.

Oplossing: De likelihood ratio is in dit geval

2 als 0<z <1
LR(x) = = 0 als x € (1,2]
ongedefinieerd  als x > 2

Onder beide hypothesen treedt X > 2 met kans nul op. Op het relevante gebied [0,2] is
LR het kleinst op (1,2]. De toets die op basis van een realisatie in dit gebied verwerpt, zal
echter significantieniveau 0 hebben. Het verwerpingsgebied dient te worden witgebreid. In
deze opgave is gekozen om dat te doen naar het interval [0.90, 2], volgens het LR principe
had echter ook kunnen worden gekozen voor een verwerpingsgebied [0,0.10]U[1,2]. Deze
toets heeft hetzelfde onderscheidingsvermogen.

3. 7ij X1, Xo,..., X, onafhankelijke gelijkverdeelde stochastische variabelen uit een verdeling
met kansdichtheid f, ;2 (1 € R, 02 > 0) met verwachting u en variantie 2. Beschouw, voor
c1,...,cn € R, de volgende schatter voor p: i =3 1" | ¢; X;.

a. Leid de voorwaarde af waar cq,...,c, aan moeten voldoen om [ een zuivere schatter
voor p te maken.
Oplossing: De eis voor zuiverheid is Efi = u. Lineariteit van de verwachting levert dan
dat voor alle p € R, 7" | cjpp = p. Dus: >0 ¢; = 1.

b. Bepaal cy,...,c, zodanig dat i de zuivere schatter voor p is met minimale variantie.
Bereken hiertoe eerst de variantie van f als functie van ¢y, ..., ¢, en minimaliseer die
over de toegestane waarden van ci,...,Cy,.

Oplossing: De directe manier gaat via een Lagrange multiplicator. De variantie van [
wordt gegeven door

n
o(ery. .. en) = Uzzc?
i=1

Minimaliseren van deze functie over die c; tjes waarvoor geldt y ;" | ¢; =1, is hetzelfde
als minimaliseren van de functie

oa(cry o oyen) =@(er, .o en) + A (ZCZ — 1)
i=1

over die ¢; 'tjes. Minimaliseren we ¢y over R™, kan door differentiéren worden gedaan:

9
801'

A
oa(cr, ... en) = 202, + A =0 < ¢; = CE/\) = 5,2

Voor negatieve X is het stationaire punt inderdaad een minimum. Merk op dat Y} ¢ =
nA

N 202 ’ . . . .

wordt aan de ‘zuiverheidsvoorwaarde’ voldaan. Dit geeft voor iedere (c1,...,¢c,) € R™

met > 1 ¢ =1,

Als A = —20?/n wordt genomen (dit correspondeert met c; = 1/n voor alle i),

Bty ... en) = oalcr, ... cn) > (;SA(CYQUQ/”), ... ,c$;2"2/”)) = qb(cgf%Q/n), ... ,07(1*2“2/")).



4. 7ij X1, Xo, ..., X, onafhankelijke stochastische variabelen, allemaal uniform verdeeld op het
interval [0,1]. Zij F,, de empirische verdelingsfunctie gebaseerd op X1, Xo,...,X,. Bepaal
voor z € (0,1) de verwachting en de variantie van Fy,(z).

Oplossing: De empirische verdelingsfunctie in punt x is in feite een gemiddelde van n on-
afhankelijke identiek verdeelde Bernoulli variabelen. Er geldt

1 n
Fa(z) = — > (oo (Xi).
=1

Dit betekent voor x € (0,1) dat EFy(z) = E1(_q (Xi) = P(X; < x) = z. Bovendien geldt
Var(F,(z)) = z(1 — x)/n.

5. Beschouw een kansdichtheid f op (0,00) met f(z) > 0 voor alle > 0. Schrijf F' voor de bij-
behorende verdelingsfunctie, h voor de bijbehorende hazard functie en H voor de cumulatieve
hazard functie. Ten overvloede,

h(zx) = —% log(l — F(x)) en H(z) = /Ofﬂ h(y) dy.

7ij Y een standaard exponentieel verdeelde stochastische variabele, dus met kansdichtheid
9(y) = e Y1[g ) (). Laat zien dat de stochastische variabele X, gedefinieerd als X = H~'(Y)
verdeeld is volgens de verdeling met kansdichtheid f.
Oplossing: Er geldt P(Y < y) =1—¢e Y voor y > 0. Tevens geldt direct op basis van de
definitie van H dat 1 — F(x) = exp(—H (z)) en dat H een strikt stijgende continue functie is.
We kunnen schrijven voor x > 0

P(X <x)=PHYY)<z)=PY < H(z) =1-e "7 = F(a).

6. Er wordt een experiment uitgevoerd om het effect van een bepaalde behandeling na te gaan.
Vijf experimentele eenheden krijgen de behandeling, vijf andere niet. De resulterende me-
tingen worden als volgt gemodelleerd.

X1, Xa,.., X5 ~" N(ux,25), Y1,Ya,...,Ys ~" N(py,25),

hier is bedoeld dat de varianties gelijk zijn aan 25, niet de standaardafwijkingen. De beide
steekproeven worden ook onafthankelijk verondersteld. De onderzoeksvraag vertaalt zich in
het toetsen van de hypothese Hy : pux = py tegen alternatief Hy : px > py; de situatie
van het zogenaamde ‘twee steekproevenprobleem’. De toets wordt gebaseerd op het verschil
in gemiddelden, T = X — Y.

a. Geef de standaardafwijking van toetsingsgrootheid T
Oplossing: Wegens onafhankelijkheid van de steekproeven geldt

_ 1 1
Var(T) = Var(X) + Var(Y) = =Var(Xy) + £ Var(Yi) = 5+ 5 = 10,

zodat de standaardafwijking gelijk is aan +/10.

b. Geef aan voor welke waarden (groot, klein, beide) van de toetsingsgrootheid Hy ten
gunste van H; wordt verworpen. Met andere woorden, geeft de kwalitatieve vorm van
het verwerpingsgebied.

Oplossing: Verwerpen doe je als de waarnemingen meer overeenkomen met Hy dan met
Hy. Als Hy geldt, zal T de neiging hebben hoger uit te vallen dan als Hy waar is. De
nulhypothese wordt dus verworpen voor grote waarden van T.



c. Het experiment wordt uitgevoerd en de uitkomst voor T blijkt t = 3.05 te zijn. Geef
de p-waarde behorende bij deze observatie. Om hierbij te helpen, worden de volgende
regels in het statistisch pakket R uitgevoerd (met bijbehorende resultaten):

> dnorm(3.05/sqrt(10))
[1] 0.2505583

> dnorm(3.05/10)

[1] 0.3808114

> pnorm(3.05/sqrt(10))
(1] 0.832601

> pnorm(3.05/10)

[1] 0.6198169

> gnorm(3.05/sqrt (10))
[1] 1.805409

> gnorm(3.05/10)

[1] -0.5100735

Oplossing: Hg wordt verworpen voor grote waarden van T. De p-waarde is daarom de
kans op T > 3.05, onder de nulhypothese. Onder de nulhypothese is T normaal verdeeld
met verwachting nul en variantie 10. De p-waarde wordt dus 1—®(3.05/4/10), waar ® de
verdelingsfunctie van een standaardnormale stochast is. InR is dit 1-pnorm(3.05/sqrt(10)).
De p-waarde is dan 1 — 0.833 = 0.167.

7. 72ij 0 < x1 < 9 < --- < zp < 1 en de stochastische variabelen Y;, 1 < i < n, gedefinieerd
door het enkelvoudige regressiemodel zonder intercept:

Y; = Bz; + €, waar €1,€..., 6, ~¢ N(0,1).

a. Laat zien dat de kleinste kwadratenschatter [5‘ voor (3 wordt gegeven door

= 2 izt iV
D @

Oplossing: De KK schatter is gedefinieerd als die 8 waarvoor de som van kwadraten

n

¢(8) = _(Yi — Bz;)”
i=1
minimaal is. Differentiéren, nulstellen en een tekenoverzicht leiden tot het resultaat

b. Bereken op basis van deze uitdrukking E3 en Var(/S’).
Oplossing: Er geldt, waarbij we voor de variantie de onafhankelijkheid gebruiken,

—1
5 Z?:ll‘iEY; A Z?:lxgvar(y;) " 2
Ef = &=t il Var(3) = _ AN
P eV = <Z>

=11

Puntenverdeling;:

la:3 | 2a:2 | 2¢:2 | 3b:4 | 5:3 | 6b:2 | 7a:2
1b:3 | 2b:2 | 3a:2 | 4:3 | 6a:2 | 6¢:2 | 7b:3

aantal punten + 4

Het tentamencijfer wordt als volgt bepaald: 3.9



