Tentamen Fourier Analyse, WI3601

Uitwerking

30 juni 2010, 09.00 - 12.00 uur

1. Zij {Kn}x_, een rij continue 2m-periodieke functies, Ky : T — C.

(a) Wanneer wordt de rij {Ky}y_, een "familie van goede kernen"

(voor N — 00) genoemd? (Geef de definitie).
Uitwerking. {Kx}%_, heet een familie van goede kernen als:
i. 5= [T Ky (0)df =1 voor alle N;
ii. er is een constante 0 < M € R zo dat [*_|Ky (0)|d0 < M
voor alle V;
iii. voor iedere 0 < & < 7 geldt dat [i_,_ [Kn (0)]d0 — 0 als
N — oo.
Laat zien: als {Ky}3y_, een familie van goede kernen is en als
f : T — C een continue functie is, dan Ky x f — f uniform als
N — 0.
Uitwerking. Voor 0 € [—m, 7] geldt dat

FO) - =)0 = 505 [ Knlo)f -0
O [ EvG©-re-na

De functie f is begrensd en dus is er een constante 0 < C' € R
zo dat |f (0)] < C voor alle § € [—m,7|. Zij nu € > 0 gegeven.
Omdat f uniform continu is op [—m, 7] is er een § > 0 zo dat
1f(0)— f(0—1t)] < e voor alle §,t € [—m, 7] met |[t| < . Nu
volgt dat

£60) - =00 < 5 [ 1Kx @I 0) 70 -0)]de
1 1

S dt + — .dt
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[ Lat< S Ky@|dt< = | Ky @)]dt < S5,
27T |t‘§5 271' MS(; 27T o 27'('
1 20
Ldt < =2 Ky (1)] dt.
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Uit (iii) volgt dat er een Ny € N bestaat zo dat f5<|t‘<ﬂ Ky (t)]dt <
g voor all N > Ny. Derhalve is -

M C

|f(0) — (Knxf)(0 )\<5(27T+7T>, 0 €|—mmn], N> Nj.

We zijn klaar.

De Fejér kernen op T worden gedefinieerd door

1 N-1

Fy(@) =52 ,Dn0), NeN (1)

waarbij D, (0) = Y_7_  e*? 6 € [—x,7]. Zoals bekend,

Fy(0) =

151n22(N9/2)’ 0 c|-mna],0+£0, Fy(0)=N. (2)

N sin® (0/2)

(c) Laat zien dat {Fy}y_; een familie van goed kernen op T is.
Uitwerking. (i). Omdat 5~ [7 D, () df = 1 voor alle n, volgt
uit (1) dat 5= [7_ Fy (#)dd =1 voor alle N. Eigenschap (ii) is nu
ook duidelijk omdat Fy (6) > 0.

(iii). Hiervoor gebruiken we (2). Laat 0 < § < 7 gegeven zijn.
Als § < |0| < 7, dan is |sin (6/2)| > |sin (0/2)| en dus

sin? (N9/2) 1
0< Fy () < < §<10| < .
< Fy(0) < Nsin? (6/2) = Nsin®(5/2)° <<
Dus is
1 2(m—9)
og/ Fy(@)do< —0 "2 .0, N — oo,
s<lol<n v () N sin® (5/2)

en (iii) volgt.



(d) Laat zien: als f : T — C continu is dan bestaat er voor iedere
e > 0 een trigonometrisch polynoom ¢ (0) zo dat | f (6) — ¢ (0)| < ¢,
6 € [—m, 7.
Uitwerking. Omdat {Fy}5_, een familie goede kernen is weten
we dat Fiy*f — f uniform op [—7, 7| als N — oo. ledere Fy is een
trigonometrisch polynoom en dus is Fy * f ook een trigonometrsch
polynoom. Nu is de bewering duidelijk.

2. We noteren met M (R) de collectie van alle continue functies f : R — C
waarvoor een constante A > 0 bestaat zo dat |f (z)| < A/ (1 + 2?).
Voor f € M (R) is de Fourier getransformeerde f : R — C gedefinieerd
door f (¢) = 2 f (@) e 8de, £ € R,

(a) Als f € M (R), dan is f continu. Bewijs dit.
Uitwerking. Voor &, h € R geldt dat

f(g) - f(g + h) = /_OO f (33) (67271'1'3:5 . 6727rix(§+h)) dr
= /OO f (3;) e 2mixg (1 _ efZTrixh) de

en dus,

o0}

F©-Fe+n|< / 7 @)1= e

— 00

Voor R > 0 schrijven we [*_|f (z)| |1 — e7>™*"| dz = Jiazr ~da+
f_RR dz. Kies nu R > 0 zo groot dat f |>R|f x)|dr < e/4 (dit
kan omdat [ |f (2)] dz < 00). Omdat |1 — e 2| < 2, is

/ dr < 2/ I (2)] dz < 2/2.
|z|>R |z|>R

Bij deze vast gekozen R, neem 6 > 0 zo dat 2w R6 [*_|f (x)]dx <

e/2. Gebruiken we dat |1 — e 2™*"| < 27 [z |h], dan Vlnden we
voor |h| < § dat

/R..dx < /R|f(x)|(27r]x||h|)dx<27rR\h\/ 2)| dx

—R

< 27TR5/ D) de < 2/2.



Conclusie: voor alle |h| < ¢ geldt dat

Fo-fern| < [T r@i-era

R
—/ ..d:c+/ dr <ef24¢/2=¢.
le|>R R

We zijn klaar.
Laat zien: als f € M (R), dan is voor £ # 0

e = / (o 1/ (20)) ¥,

Uitwerking. Voor ¢ € R, ¢ # 0, vinden we via de substitutie
y=x+ 2—15 dat

f(g) — /oo f (l’) o 2miE 1. /OO f (y _ i) €f2m'<y*%)§dy

— / f (y _ %) 6—27riy§€—7ridy —

Als f € M(R), dan f (£) — 0 als |¢] — oo.

(Aanwijzing: gebruik (b) en het feit dat [*_|f (z) — f (z — h)| dz —
0 als h — 0).

Uitwerking. Uit (b) volgt dat

fo = s{fo+ie)
= % {/_Z f(x) e 2™ dy — /_Z fx—1/(29)) emeédx}
= 5 U@y ey

en dus

£ <! ooyf(:c)—(:c—l/(zg))\dx.
2 )

We weten dat [*_|f () — (z — 1/ (28))| dz — 0 als [{| — oo en
dus f (€) — 0 als |¢] — occ.
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3. De functie g; : R — R wordt gegeven door
gi(x)=1—lz[, [2[<1, g(2)=0, [z[>1
(a) Toon aan dat

sin &

€
Uitwerking. Voor £ # 0 is

§1(§)=< )2, §#0, ¢1(0)=1.

n( = / (1 — |z]) e 2™ dy

1

1
— / (1 o I‘) (627ria:§ + 6—27ria:§) dx
0

= 2/0 (1 —x)cos (2mz€) de = Wi{/o (1 — x)dsin (2mz€)

1
= Wif (1 —z)sin (27m:§)/ + Wif /01 sin (2rz€) dx
=0
1 ' 1
= _—27r2§2 Ccos (27m:€)/x:0 = F%Q (1 — cos (27¢))
sin? (7€)
- o
Voor £ =0 is

§1(0)=/_oogl(w)dx:1.

oo

(b) Voor R > 0 definieren we F : R — R door

FR<£L'):R

(sin TRz

2
- > , ©£0, Fp(0)=R.

Laat zien dat Fir = g, waarbij g () = g1 (z/R), = € R.
Uitwerking. Voor R > 0 geldt dat

gr(§) = Rg1 (R§) = Fr(§), §eR

Omdat gr en gr beide tot M (R) behoren, volgt uit de Fourier
inversie formule dat

gr (v) = /_ N Fr (&) e*™™d¢, reR.

o0
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Vervangen we hier x door —¢ (merk op: ggr is even) en £ door x
dan vinden we dat

gr (€) = / Fr (x) e 2o, € € R, 3)

[e.e]

met andere woorden, Fr = gg.

Toon aan dat {Fg} ., een familie van goede kernen op R is voor
R — oo.

Uitwerking. (i). Uit (3) met £ = 0 volgt dat

/Oo Fa(2)dz = gn (0) = g, (0) = 1

—00

voor alle R > 0. Omdat Fg (z) > 0, x € R, is het nu ook duidelijk
dat supp.o [*o |Fr (2)] dz < oo.

(iii). Laat 7 > 0 gegeven zijn. We moeten laten zien dat
f\x|>n |Fr(x)|dz — 0als R— oo. Nuis

/ |FR(x)|dx:/ Fr(x)dz
|z|>n [z]>n
. 2
:/ R<51n7rRx) i
ja|>n TR
) 2
y::Rx/ (81n7ry> dy =0 (R— o),
ly|>Rn Y

, 2
omdat [ <M> dy < 0.

Y

Conclusie: {Fgr}p., is een familie van goede kernen op R voor
R — oo.

Laat zien dat voor f € M (R) geldt dat
R ~ .
| FOu-ld/memi = (Fes ). aek

en concludeer hieruit dat f_RR F (&) (1= €] /R) e¥intds — f ()

uniform als R — oo.

Uitwerking. Uit de definitie van de functie gr volgt dat
R o
| F@a-gmenic= [ F©mie e
—R oo
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Verder is () gr (€) = f(§) Fr(€) = (f * Fr)" (€), & € R (hier

ps

gebruiken we de stelling dat (g * h)" = gh voor alle g, h € M (R)).
Uit de inversie formule volgt nu dat

oo

R . |
/R P A= [gl/R) e%mgdg - / (f * FR)/\ (&) €2mx§d§

— 00

= (fxFgr)(x), xe€R.

Tenslotte, omdat {Fg} .., een familie van goede kernen op R is
voor R — oo, weten we dat (f * Fg) () — f (z) uniform op R als
R — oo en derhalve,

/_ FO Ul /R e — £ @

uniform op R als R — oo. Klaar!



