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TUDelft

Tentamen Wiskundige Structuren (TW1010 en wil607)
16-01-2015; 9-12 uur.

— Geen rekenmachine/telefoon toegestaan
— Geen grafieken/plaatjes/Venn-diagrammen in de antwoorden toegestaan.

— Geef aan welke stellingen uit het dictaat je gebruikt.

. a. Laat p en ¢ uitspraken zijn. Laat c een uitspraak zijn die niet waar is. Toon met behulp van

een waarheidstabel aan dat p = ¢ en (pA ~ ¢) = ¢ equivalent zijn.
b. Bewijs of weerleg: Voor alle getallen x > 0 geldt: als x irrationaal is, dan is \/x irrationaal.

c. Bewijs of weerleg: Voor alle getallen z,y € R geldt: als x en y irrationaal zijn, dan is xy ook
irrationaal.

d. Bewijs of weerleg: De functie f : N x N — Z gegeven door f(m,n) =m —n+ 1 is surjectief.

e. Bewijs of weerleg: De functie f : N x N — Z gegeven door f(m,n) = mn is injectief.

. Laat f: N — R de functie zijn gegeven door

4 =3+ (—1)"
fn) = (n? 4 3n)10

a. Toon aan dat voor alle n € N, f(n) < 4.

b. Toon aan dat lim,,_, f(n) = 4.
Tip: Je mag bekende rekenregels en standaardlimieten gebruiken.

c. Toon met behulp van de definitie van het supremum aan dat sup{f(n) : n € N} = 4.

. a. Laat S C R een verzameling zijn. Vul de volgende definitie aan: een punt x € S heet een

inwendig punt (interior point) als .....
b. Toon aan: S is open <= elk punt in S is een inwendig punt.
c. Vul de volgende definitie aan: een verzameling S C R is compact als .....

d. Laat A, B C R compacte verzamelingen zijn. Toon met behulp van de definitie van com-
pactheid aan dat A U B compact is.

Zie ook de volgende bladzijde.

1



Tentamen Wiskundige Structuren (TW1010 en wil607) van 16-01-2015 2

. Laat a; = 6 en definiéer a1 = /12 + a,, voor n € N. Het is eenvoudig in te zien dat a, > 0

voor alle n € N.
a. Laat met behulp van volledige inductie zien dat (a,)n,>1 dalend is.

b. Toon aan dat (a,)n,>1 convergent is, en bereken lim a,.
- n—o0

Tip: Geef duidelijk elk van de tussenstappen aan.

. a. Vul de volgende definitie aan: Een reéle rij (ap)n>1 is een Cauchy rij als .......

b. Formuleer de stelling van Bolzano-Weierstrass voor rijen.

c. Bewijs de volledigheidsstelling: iedere Cauchy-rij is convergent.

. a. Toon met behulp van de definitie van convergentie van een reeks aan dat

o

> (-7

convergent is en bereken de som.

b. Onderzoek of de reeks > 72, (;i)j/?

convergent en/of absoluut convergent is.

. a. Laat f, : R — R voor n > 1 functies zijn. Vul de volgende definitie aan: We zeggen dat

(fn)n>1 uniform naar een functie f : R — R convergeert als ........

b. Toon aan dat de recks 320, -2

i=1 25 absoluut convergent is voor iedere x € R.

Laat f: R — R de functie f(z) =372, (2“;)! zijn. Definieer g; : R — R door g;(z) = &5 voor
7 > 1. Laat

n
fn= Zgj voor n € N.
j=1

c. Bewijs of weerleg: (fy)n>0 is uniform convergent op het interval [0,2015].

d. Bewijs of weerleg: (fn)n>0 is uniform convergent op het interval [2015, co).

De waardering voor elke vraag staat in de kantlijn; het tentamencijfer wordt berekend volgens de formule

Totaal
10

Tentamencijfer = + 1.

EINDE
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la:
plalp=q|~a|pr~q|c|pA~q) =c
T[1] 1 0 0 |0 1
1lo]| o 1 1 o 0
ol1] 1 0 0 |o 1
olo| 1 1 0 |o 1

1b: Dat is waar. Bewijs: We gebruiken contrapositie. Neem aan dat \/z € Q en schrijf /z = g met
p,q € Z. Dan volgt dat z2 = fl’—z cQ.
1c: Dat is niet waar. Neem 2 = y = v/2. Dan geldt dat 2,y € R\ Q, maar zy = v2v2 =2 € Q.

1d: Dat is waar. Bewijs. Kies z € Z willekeurig. Er zijn 2 mogelijkheden: = > 1 of < 1. In het geval
x> 1, neem m =z en n = 1. Dan volgt f(m,n) =2 — 141 = 2. In het geval z < 1, neem m = 2, en
n=-x+1. Danné€Zenn>1,dusn € N. Ervolgt f(mn)=2—(—xz+1)—1=24+z—-1-1=u.

le: Dat is niet waar. Er geldt namelijk f(3,4) = 12 = f(4,3). Echter (3,4) # (4, 3).
2a Er geldt voor elke n € N, =3+ (=1)" < 0 en (n? + 3n)'° > (n?)!° = n2° en dit is > 0. Dus

2b Merk op dat voor elke n € N geldt dat
(=n"
o) = 4(1++)
Er geldt lim,, oo n%() =0, lim, .o (;;3 =0 en lim,_yo 2 =. Met de rekenregels voor limieten volgt dus
lim f(n)= Low =4.
e (1 + 0)

2c We weten uit 2a dat 4 een bovengrens is voor {f(n) : n € N}. Bewering 4 is de kleinste bovengrens.
Inderdaad, kies x < 4 willekeurig. Kies ¢ > 0 zodat x < 4 — e. Er volgt uit de definitie van limiet dat er
een N € N bestaat zodat voor alle n > N, |f(n) — 4| < e. Dus voor n = N vinden we |f(N) — 4| < e.
Hieruit volgt —(f(N) —4) <e. Dus f(N) >4 —e > x. Dus z is geen bovengrens voor {f(n) : n € N}.
Dus 4 is de kleinste bovengrens.

3a er een € > 0 bestaat z6 dat N(z,e) C S.
3b =: Neem aan S is open. Kies z € S willekeurig. We moeten laten zien dat x een inwendig punt is.
Aangezien bdr(S) C (R\ S) geldt x ¢ bdr(S). Dus geldt niet voor elke € > 0,

N(z,e)NS#0 en N(z,e)N(R\S)#0
Dus we kunnen € > 0 zo kiezen dat
N(z,e)NS =0 of N(z,e)n(R\S)=0.

Aangezien z € N(z,e) NS f, moet dus wel gelden dat N(z,e) N (R\S) = 0. Hieruit volgt N(z,e) C
«: Neem aan dat ieder punt in S een inwendig punt is. We moeten laten zien dat bdr(S) C ( \
Kies « € bdr(S). Dan geldt voor elke € > 0 dat

S.
S)

N(z,e)NS#0 en N(z,e)N(R\S)#D (x).

Stel dat = ¢ R\ S. We leiden een tegenspraak af. Er volgt dat = € S, dus kunnen we wegens de aanname
€ > 0 vinden z6 dat N(x,¢) C S. Dus dan ook

N(z,e)N(R\S)#0
Dit geeft een tegenspraak met (x). Dus blijkbazE treR\S.
INDE
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3c Voor elke open overdekking van S een eindige deeloverdekking bestaat.

3d Kies een open overdekking F van A U B. Dan volgt F een open overekking is van A. Dus kunnen
we een eindige deeloverdekking G voor A vinden. Net zo geldt dat F een open overekking is van B, dus
kunnen we een eindige deeloverdekking H voor B vinden. Er volgt dat GUH een eindige deeloverdekking
van AU B is.

4a We tonen aan dat voor allen € N, a,+1 < ay,.

Stap 1. Aangezien ay = V18 < /36 = 6 = a is de uitspraak waar voor n = 1.

Stap 2. Laat n € N. Neem aan dat a,4+1 < a,. We tonen aan dat ani2 < anq1. Er geldt wegens
aanname 12 + a,41 < 12 + a,,. Aangezien de wortel functie stijgend is volgt /12 + ap+1 < V12 + a,.
Dus volgt anto < apny1-

4b Aangezien (a,)n>1 dalend en naar beneden begrensd is, volgt uit de monotone convergentie stelling
dat (an)n>1 convergent is. Laat x = lim, o a,,. Uit de rekenregels van limieten volgt dat

= lim a,y1 = lim V12 +a, = V12 + .
n—oo n— oo

Er volgt 22 = 12 + 2. Hieruit volgt (x —4)(x +3) =0, en dus x —4 = 0 of z +3 = 0. Dus = = 4 of
x = —3. Aangezien z > 0 vinden we dat z = 4.

5 Zie boek of handout.
6a Laat s, = ZZ:Z (% — ﬁ Er volgt voor elke n > 2,

1 1 1 4 1 1 1 1
S S T Y (6 S S P R
(7@ (5 Vi VAl TVaT Vasd
Er volgt dat (s,)n>1 convergent is en lim, o0 S5 = % Hieruit vinden we dat de reeks convergent is en
3 (L) = (L
eSSV VA V2

6b We onderzoeken eerst de absolute convergentie. Dus we onderzoeken de convergentie van Z;’;l 7 +1 7

Merk op dat 7 +1 7 2 % Er geldt Z;‘;l % divergent is (harmonische reeks), dus volgt uit het majoran-
tenkenmerk dat Zj‘;l ﬁ ook divergent is. Dus er is geen absolute convergentie.
De reeks is wel convergent. Dit volgt uit het Leibniz kenmerk met a; = ﬁ Inderdaad, de reeks is

alternerend, de rij (a;);>1 is dalend, positief en lim;_,oc a; = 0.

7a voor elke ¢ > 0 er een N € N bestaat zodat voor alle x € R en voor alle n > N geldt dat

[fn(x) = f2)] <e.

7b Laat a; = ﬁ Er geldt

j 25)! 1
@‘: lim(_#: lim — =0
j—oo (25 +2)! oo (25 4+2)(25+ 1)
Met het quotientenkenmerk voor machtreeksen volgt de convergentiestraal gelijk is aan R = oco. Dus
volgt dat de reeks voor elke € R, absoluut convergent is.

a = lim
j—o0 a;

20157

7c Dit is waar. We bewijzen dit met de M-test. Definieer M; = /)T voor j > 1. Er geldt voor elke
x € [0,2015] dat
0301 = o < 20
! 27)! — (29)! a

In 7b hebben we al gezien dat > j>1M; convergent is. Nu volgt uit de M-test dat > i>195 uniform
convergent is. Dit bewijst de uniforme convergentie van (fp,)n>1

7d Dit is niet waar. Merk op dat de puntgewijze limiet gelijk is aan f. Merk op dat voor elke x > 0
geldt dat

(oo}

[f(@) = fala)| = _Zl @) = @nt2)l

n+1

Er volgt dus
xn+1
(2n+2)!°

Hieruit volgt dat (f,)n,>1 niet uniform naar f convergeert op [2015, c0).

EINDE

sup{\f(x) — fu(2)] s 2 € [2015,00)} > sup{ T € [2015,00)} = oo.



