- (a)

Uitwerking Tentamen lineaire algebra 1, TW1030, vrijdag 8 november 2013.

Ga na:
a a 2 1 0 a 1 0 a 1 0 a
1 0 al~]-2 -31|~|0 -3 142 |~|0 -3 1+ 2a
-2 -3 1 a a 2 0 3a 6—3d2 0 0 —a’+a+6

Merk op dat —a? + a +6 = —(a — 3)(a + 2). De rang van A is gelijk aan het aantal pivots
van A (na vegen) en dat is twee voor a = 3 en voor a = —2, anders drie.

A is inverteerbaar als en slechts als A in elke rij en in elke kolom een pivot heeft. Dat is als
a# —2ena#3.

Dan moeten er twee of minder pivots zijn (anders is er bij dit stelsel precies één oplossing)

en dus moet a = —2 of a = 3. Deze twee gevallen gaan we na. Eerst a = —2:
-2 -2 2 | 2 11 -1 ] -1
1 0 -2 | 1|~|0 -1 =1 | 2
-2 =3 1 | b 0 0 0 | b—4

Voor b = 4 zijn er oneindig veel oplossingen (anders geen).

Nua = 3:
3 3 2| 2 10 3 | 1
1 0 3| 1|~]103 =7 ] -1
-2 =3 1 | b 00 0 | b+1
Voor b = —1 zijn er oneindig veel oplossingen (anders geen).
Conclusie: Voor a = —2 en b =4 en voor a = 3 en b = —1 zijn er oneindig veel oplossingen.

Nee! Als het een basis zou zijn voor V moet bijvoorbeeld vi een lineaire combinatie zijn
van de vectoren wi, wy en wy. Omdat die als vierde kental een nul hebben, moet v; dat
ook hebben en dat is niet zo.

Ja! De dimensie van V is het aantal pivots van F' en dat is drie, gelijk aan het aantal
vectoren in {vg,v3,v4}. Ook is het duidelijk dat va, v3 en v4 tot V' behoren (ze behoren
namelijk tot de opspannende vectoren). Ze vormen dus een basis voor V' als ze ook nog
onafhankelijk zijn. Dit volgt snel uit F": vegen van het stelsel xovs + x3vs + x4vy = 0 leidt
met hetzelfde veegproces dat A overvoerde naar F' tot
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waaruit blijkt dat het stelsel één oplossing heeft en dus dat de vectoren onathankelijk zijn.
Waar. Dit is op meerdere manieren in te zien. Een methode is de volgende: met inspectie
is snel te zien dat v4 = %v;; — %V5. Blijkbaar mag v, uit de opspannende verzameling van
V verwijdert worden zonder dat V' verandert.

Dit is niet waar. Neem bijvoorbeeld U; = sp{(1,0)”} en Us = sp{(0,1)7} als deelruimten
van R2. Dan zijn de vectoren u = (1,0)7 en v = (0,1)7 allebei element van U; U Us. Maar
u+v = (1,1)7 behoort niet tot U; en niet tot Us en daarom ook niet tot Uy UUs. Blijkbaar
is U1 U Uy geen deelruimte van R2.



(b) Waar: Omdat A% = —2A, hebben we det(A42%) = det(—2A). Uit de rekenregels voor de
determinant volgt dan dat (det A)2 = (—2)2det A en dus (det A)2 —4det A = 0. Ontbinden
tot (det A)(det A —4) = 0 doet inzien dat det A = 0 of det A = 4.

(c) Als 8 een eigenwaarde zou zijn, dan moet er een niet-nulvector x bestaan zo dat Ax = 8x
ofwel (A —8I)x = 0. Ga na dat vegen van A — 8] een echelonvorm geeft met in elke kolom
een pivot. Dat betekent dat het stelsel maar (A—8I)x = 0 maar één oplossing heeft: x = 0.
Blijkbaar is 8 geen eigenwaarde van A.
Alternatief: laat zien dat det(A — 81) # 0.

. Matrix C is symmetrisch en dus zeker diagonaliseerbaar (zelfs orthogonaal diagonaliseerbaar).
De matrices A en B zijn bovendrichoeksmatrices. De eigenwaarden staan dus op de diagonaal.
Ze hebben beide eigenwaarden 1 (met a.m 2) en 3 (met a.m. 1). Zo’n matrix is diagonaliseerbaar
als de m.m. van eigenwaarde 1 ook 2 is. De meetkundige multipliciteit van eigenwaarde 1 is
de dimensie van de bijbehorende eigenruimte. Bij matrix A is dat Nul(A — I) en bij B is dat
Nul(B — I). Nu geldt

02 0 02 0 0 0 0 0 2
A-I={00 -1 |{~]00 —-1|; B=I=|00 -1 |~~]00 0];
0 0 0 0 0 0 0 00

Voor de matrix A is de a.m. van eigenwaarde 1 blijkbaar 1 en A is daarom niet diagonaliseerbaar.
Voor de matrix B is de a.m. van eigenwaarde 1 blijkbaar 2 en A is daarom wel diagonaliseerbaar.

. (a) p is gelijk aan de eerste minus de tweede kolom van A dus p € Col(A). Verder is b — p =
(1,1,2,—2) en deze staat loodrecht op alle kolommen van A (het inwendig product is telkens
nul), zodat b — p € Col(A)*. Conclusie: p is inderdaad de bedoelde orthogonale projectie.
q is niet de orthogonale projectie van p op Col(A) omdat orthogonale projecties uniek zijn
en p al de orthogobnaleprojectie van b op Col(A) is. Een andere mogelijkheid is laten zien
dat b — q niet loodrecht op alle kolommen van A staat.

(b) Je mag gebruiken dat Col(A)* = Nul(AT). Los dus op A”x = 0. Als je dat niet weet
kan het ook als volgt: stel x = (x1,22,23,24)7 is een vector uit Col(A)*. Dan moet x
loodrecht staan op de vier kolommen van A en moeten de inwendig producten van x en
deze kolommen dus nul zijn. Dit leidt tot de vier vergelijkingen

4z —x3+ x24=0
T1+ T2 + 24=0
2.%1—2.%2—.%‘3— .%'4:0'
91+ T2 —x3+2x4=0

Dit is precies het stelsel A7x = 0. Veeg dus

1 1

4 0 -1 1|0 1 0 —-1/4 1/41]0 Tl = T3 — 774
_ 1 3

L1 0 1/0} |01 1/4 3/4|0 dus Ty = =3T3~ [T

2 -2 -1 -110 0 0 0 00 T3 = vrij

5 1 -1 210 00 0 0|0 T4 = Vrij

Een basis is dus bijvoorbeeld {(1,—1,4,0),(—1,—-3,0,4)}.
(c) De snelste manier: Een kleinste kwadraten oplossing van Ax = b is een oplossing van
Ax = projcei(ay b = p, en bij (a) hebben we gezien dat x = (1, —1,0,0) voldoet.



6. (a)

Het aantal vectoren in D is gelijk aan drie, dus gelijk aan de dimensie van Span(B). Verder
behoren ze alle drie tot Span(B) want 22 + 2 = — (23 — 2) + (23 + 22), 4o + 22 = —(2° —
4z) + (2% + 2?) en 223 + 2?2 — 4z = (2° — 4z) + (23 + 2?). Tenslotte zijn het onafhankelijke
polynomen want uit c;(z? + 2) + c2(4x + 22) + c3(22% + 22 — 4z) = 0 volgt 2¢1 + (4cy —
deg)z+(c1+eateg)x? +2c328 =0endusep =0, 4eg —4e3 =0, ¢1 +ca+c3 =0 en 2¢3 = 0.
Maar dan moeten alle drie de ¢; nul zijn. Conclusie: D is een basis voor P3(R).

Uit het voorgaande volgt dat [z? + 2]p = (=1,0,1)T, [4x + 2?5 = (0,—1,1)T en [223 +
22 —4x)g = (0,1,1)T.

1 00
Dus C = 0 -1 1
B«D 1 11
10—2 1 0 0 3 _9 _9
1] = 11 0 -1 1|= 0 0 2
B+D B<—BBeD 1 0 1 1 11 0 1 1
plx) =1(2® +2) — 14z + 22) + 1(22° + 2% — dz) = 2 — 8z + 2 + 22° en
3 -2 -2 1 -3
T(p)s = T] [plp = 0 0 2 1| = 9
B«D 0 1 1 1 0

zodat L(p) = —3(x® — 2) + 2(2% — 42) = 6 — 8z — 3.

Een andere manier: Bepaal met behulp van p de cosrdinaten [p|g. Dan [£(p)]p = [T] [p]s.
B«B

Je moet laten zien dat T'(X) = BX — X B scheefsymmetrisch is. Omdat B en X allebei tot
W behoren geldt dat X7 = —X en dat BT = —B. Dus

(BX - XB)T = xTBT - BT'XT = (-X)(—B) - (-B)(—X)=XB—-BX = —-(BX — XB)

waaraan je ziet dat BX — X B inderdaad scheefsymmetrisch is en dus tot W behoort.
Er geldt voor matrices X en Y uit W en scalairen c uit R dat

T(X+Y)=B(X+Y)—(X+Y)B=---=(BX - XB)+ (BY —YB) =T(X) + T(Y)

en

T(cX)=B(cX)—(cX)B=cBX —cXB=c¢(BX — XB) =cT(X).

T is dus lineair.

Er geldt T(O) = BO — OB = O, maar ook T'(B) = BB — BB = 0. Omdat B # O hebben
we twee verschillende originelen met hetzelfde beeld. T is dus niet injectief.



