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1. a)

We gebruiken |z|, |y, |z| < ||x]|| met x = (z,y, 2).

Zij e > 0. Kies 0 = e. Als ||x]| < §, dan

|zy2| RSN
, Y, e < — < 5 = ¢
a2 = i < BB oy <5

dus f is continu in (0,0, 0).

b) De functie f is differentieerbaar in a € R? als er een lineaire afbeelding L : R? — R
bestaat, zo dat
h) — — L(h
i W@+h) ~ fla) - L] _
h—0 |Ih|
c) Als f differentieerbaar is in (0,0,0), dan wordt de bijbehorende lineaire afbeelding L
gegegeven door L(h) = (Vf(0,0,0),h). Er geldt
f2(0,0,0) lim . lim -5 =0,
en op dezelfde manier f,(0,0,0) = £.(0,0,0) =0, dus L(h) = 0. We moeten laten nu
zien dat de limiet
h) — f(0) — L(h hihoh
g B = Q) = E®)| o bahsl
h—0 [l h=0 (b2 + h3 + h3)2
niet gelijk is aan nul. (Je kunt hier laten zien dat de limiet niet bestaat.) Neem de
limiet over de lijn hy = ho = hs:
h? 1
h—0 (3h2)§ 32
2. De Jacobiaan van de transformatie u = %, v = y = 22° y = 12
x
T .
— is
y? z =2
0(u,v) —T%y x% dxy 1 3
T L =2\ T 03037 12,2 7 22,2
d(x,y) w 7 x°y ey ey D z = dy?
Hieruit volgt dat
o(x,y) z2y? 11

O(u,v) 3 3u2?

Uit de figuur lezen we af dat

D ={(z,y) : v* <z <49? 2° <y < 2%}

In (u,v)-coérdinaten is dit

E={(u,v) : 1<v<4, 1<u<2}.



De oppervlakte wordt nu

3. a)

4. a)

1 [*1 21 1 17v=4 17u=2
=5 [ [ G52
3 ), v? 1 u? 3L wvle=1 ulu=1
131 1
3 4 2 8
Er geldt
or _ 2z _z
8x_2‘/x2+y2+22_r

Nu vinden we met de kettingregel

Og _df or _xf'(r)

dr  dr Ox T

Nogmaals de kettingregel toepassen, en de productregel, geeft

9% _a(xf/(r)) 0 d(f/(r))é’?“

812~ Oz r “dr\ r ) Oz
), ) S0
oy 72 r
) | arl ) S
r

Vanwege symmetrie in «, y, z vinden we dan

82 82 82 ! " gl
€Mg+(9yg+(9zg:3f£r)+($z+yz+zz)rf (T)rg f'(r)
VA U (R )

S is een niveau-oppervlak van de functie G(x,y, z) = 2+2y>+322. Een normaalvector
op het raakvlak in (2,1,1) is

VG(2,1,1) = (22,4y, 62 = (4,4,6).

)‘(w,y,z):(zl,l)

Een vergelijking van het raakvlak aan S in (2,1,1) is dan
4r—2)+4(y—1)+6(x—1)=0.

g is een polynoom, dus een continue functie. S is gesloten en begrensd, ofwel compact.
Een continue functie op een compacte verzameling neem een minimum en maximum
aan.

We lossen op:
Vy(z,y,2) = A\VG(z,y,2) en G(z,y,2) =9,

ofwel
2?4+ 2y% +322=9 (1)
2 =2)\x (2)
—2y =4y (3)
0=6\z (4)



5. a)

Vergelijking (4) geeft A =0 of z = 0.

A = 0 invullen in (2) en (3) geeft = y = 0 en dan geeft (1) z = £1/3. De waarde van
g in deze punten is (0,0, +v/3) = 0.

Neem nu aan dat z = 0. Oplossen van (2) levert A =1 of z = 0.

A = 1 invullen in (3) geeft y = 0, en dan geeft (1) dat x = £3. De waarde van ¢ in
deze punten is g(£3,0,0) = 9.

Tenslotte, neem aan dat z = 0 en z = 0. Dan geeft (1) dat y = i%. De waarde van

g in deze punten is g(0, :I:\:}, 0) = 5

Conclusie: g neemt een maximum aan in (£3,0,0) met waarde 9, en g neem een

o . . 3 9
minimum aan in (0, 75 0) met waarde —3.

Zie dictaat.
Het vectorveld is duidelijk continu differentieeerbaar, en C' is een gesloten gladde

kromme, dus we kunnen de stelling van Green toepassen. Er geldt

T2 T 192 — o7y,

Ox oy v 4
Pas nu de stelling van Green toe, waarbij G = {(z,y) : (%)2 + (%)2 < 1}, het gebied
ingesloten door C:

= / 9y3 da — da3dy = — // —122% — 27 d(z,y) = 3// (422 + 9y%) d(z, y).
C G G

Het minteken voor de integraal komt van de oriéntatie van C'. We gebruiken de trans-
formatie

x = 3rcos(p), y = 2rsin(p),
met Jacobiaan
_ [3cos(p) —3rsin(yp)
~ |2sin(p) 27 cos(yp)

‘ = 67.
Het gebied G wordt nu

H={(r,¢) : 0<r<1,0< ¢ <27}
Dan

2 1 1
123// 367“2-67“61(7",90):3.36-6/ /r3drdg0:3-36-6-27r[}1r4]0:3247T.
H 0 0

6. De functie f : [a,b] — R is een continu differentieerbare, positieve functie. S C R? is het
oppervlak verkregen door de grafiek van y = f(x), x € [a,b], om de x-as te wentelen.

a)
b)

X(z,¢) = (z, f(z) cos(p), f(x)sin(p)) met (z,¢) € [a,b] x [0,27].

Eerst de parti€le afgeleiden van X uitrekenen:

Xo(x,0) = (L, f'(x) cos(e), f'(x) sin(yp)),
Xo(,0) = (0, —f(2)sin(p), f(z) cos()).

Een normaalvectorveld op S is

Xo x Xp(z,0) = |1 fl(=z )COS( ) f’(iﬁ)sin((w)



¢) Het normaalvectorveld uit onderdeel b wijst naar de z-as toe, dus deze past niet bij
de gegeven oriéntatie. Er geldt

< (X(z,9)), Xz x Xy >
= (@) sin(e). cos(@)). (7' (@) £ (), ~ F(z) cos(i). ~ F(x) sin(i) )
=f(:v)3f’() <>sm<x>cos<so> f( ) cos(x) sin ().

//S (F,n)d / /%f () sin(x) cos(p) — f(x) cos(z) sin(p) dpdz
——27r[ e >4]a=§w(f< - 1)),

waarbij we gebruiken dat fo% sin(p)dp = fo% cos(p)dyp = 0.



