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1. a)

b)

2. a)

g is differentieerbaar in a als er een lineaire afbeelding L : R? — R? bestaat, zo dat

L llgla+h) — gla) ~ L) _

0.
h—0 |Ih]|

g1 en go zijn differentieerbaar, dus voor ¢ = 1,2 bestaat er een lineaire afbeelding
L; : R? - R zo dat
lim lgi(a+h) —gi(a) — Li(h)|
h—0 |Ih]|
Definieer de lineaire afbeelding L : R? — R? door L = (L1, Ly). Met de afschatting

[(z1, z2)[| < fx1] 4 [2] volgt nu

=0.

lg(a+h) —gla) —Lb)|| _ |gi(a+h) —gi(a) = La(h)[ | [g2(a+h) — g2(a) — La(h)|

0< <
[l [l [l

Hieruit volgt met de insluitstelling dat de limiet h — O gelijk is aan 0, en dus is g
differentieerbaar in a.

Beide componentsfuncties van f zijn polynomen, en dus differentieerbaar. Uit on-
derdeel b volgt nu dat f differentieerbaar is. De afgeleide is

o) 0

£(1,1) = G i)
£(1,1) +£/(1,1) G:D = @) N G i) (ii 1)

Definieer f(u,v) = (x,%), dan is f continu diffentieerbaar op R? en voor alle (u,v) € R?
geldt

In (1,1):

e cos(v) —e"sin(v)
e'sin(v)  e"cos(v)

Jf(u,v) = det f'(u,v) = = 2 cos®(v) + e*“sin’(v) = e** # 0.

Kies (u,v) vast. Volgens de Inverse-Functiestelling bestaat er een omgeving V' van
(u,v) zo dat f : V — £(V) inverteerbaar is’. De inverse g(z,y) = f~!(z,y) = (u,v) is
continu differentieerbaar en

g (f(u,v)) = (f'(u,0)) 7",

ofwel

ou Ou

dx Oy 1 ( e cos(v) e Sin(v)> .

o O e —esin(v)  e* cos(v)

or Oy



b) Met de kettingregel:

OF _0fou 00v _ L, 0f .o of
oz Oudzr  dvor o Wa, ¢ FMWh,
en
OF _0fou 0f00 _ . 0f | o0
3y~ dudy + Gody e sm(v)au + e “cos(v) 5
Dan
OF\? | (9FY?
Oz Y
N T LN R Y S YA
= (e cos(v)au e “sin(v) 61)) + <e sin(v) ™ + e “cos(v) B

_ 6—2“<c052(v) 4 sinQ(v)) (3{)2 + 6_2“((:052(21) + SiHQ(U)) <g£)2

o (OFN e (OF)
- (&) e <&J

3. G bestaat uit het gebied binnen de bol 22 + y? + 22 = 4 met positieve z-codrdinaat, dat
ook binnen de cilinder (y — 1)! + 22 = 1 ligt. Ga over op cilindercoérdinaten (rond de
x-as):

x=ux, y=rcos(p), z=rsin(p).

De voorwaarde 0 < z < \/4 — y2 — 22 wordt 0 < 2 < v/4 — r2. De voorwaarde (y — 1) +
2% < 1 schrijven we als y? 4+ 22 < 2y; in de nieuwe codrdinaten wordt dit

r? < 2rcosg = r < 2cos .
Teken de cilinder in het yz-vlak (dit is een cirkel):

z

Hieruit lezen we af dat —%71' << %71. Het gebied G wordt nu in cilindercoérdinaten
gegeven door

H:{(m,r,g@) : —%wggog%w, 0 <r <2cos(p), 0§x§\/477"2}.



En dan

Vol(G):///Gd(x,y,z):///Hrd(mmw)

Z 2cosp  pV4A—r2
= / / rdxdrde
0 0

-3
5 2cos p
:/ rv4 —r2drdy
= Jo
2
9 3 9\ 3 r=2cos(y)
_3.2/72T {(4—7")2}71:0 dy

- " (sin(e)(1 - o)) — 1) dy

=18 [ — cos(p) + %COSS(SO) - 90]

=%

»=0

4. a) Gebruik bolcodrdinaten met r = 3:

X(p,0) = (3 cos(p) sin(h), 3sin(¢) sin(f), 3 cos(&)) .

De voorwaarde z > 0 geeft 0 < 0 < g De voorwaarde x > 0 geeft —g <p< g

b) Gebruik
//Sfdﬂ = //D FX(,0))[1 Xy x Xy || d(u, v),

waarbij de X de parametrisering is van S met paramters (u,v) € D.
Voor de parametrisering X van onderdeel a zijn de partiéle afgeleiden gegeven door

X, (p,0) = < — 3sin(g) sin(0), 3 cos(y) sin(h), 0)
Xo(ip,0) = (3 cos(¢) cos(6), 3sin(e) cos(8), —3 sin(a)) .
Er geldt (X, Xg) = 0, dus || Xy, x Xg|| = | Xy - [ Xol]:
X, x Xp|| = 3sin(f) - 3 = 9sin(6h).
Dan (gebruik 22 + y? = 9sin%(0))

//5(12 Fy)zd = / /0 95in”(0) - 3 cos(0) - 9sin(0) d dig

s
2

= 243/2 /2 sin®(#) cos(8) - df dy
= Jo

2
5 2437w
— l int 2 = —
= 24371'{4 sin (0)}0 1



5. a) De kromme C' is glad als er een parametrisering x bestaat zodat x’(t) # 0 voor alle ¢.
Voor de gegeven parametrisering x van C geldt

x/(t) = (cos(t) — tsin(t),2¢,sin(t) + tcos(t)) # (0,0,0)

voor alle t € [0,47]. Dus C is een gladde kromme.

b)
(S3] €9 €3
9 o) o)
rOt(F):VXF: %2 dy , &2
yQZe;ty Z Qxyze™VF xy2€acy z
Er geldt
0 0
Fyxyzexy z amyze“ﬂz = e“’yQZ((Qa:y — zy? - 2wyz) — (2zy — 2ay7 - ny)) =0,

0 0
$y2zexy22 o %nyexyzz _ exyzz ((y2 o yQZ i .CCy2) o (y2 o I'yQ . y22> — 0’

0
—2myzemy22 — 8—1/226”22 — ™’z ((2yz —2zyz - y22) — (2uz — Y’z - 2xyz)> =0,
Z Yy

dus rot(F) = (0,0,0). Aangezien F continu differenticerbaar is op R3, en R? is
enkelvoudig samenhangend, is F' conservatief.

c) Het vectorveld dat we hier integreren is gelijk aan F(z,y, 2) +(—z,0,z). We integreren
eerst F. Een potentiaal van F is f(z,y,2) = e“yzz, dus

/C<F,T>d8 = f(x(37)) — f(x(0)) = f(4m,167%,0) — £(0,0,0) = * — € = 0.
Vervolgens
4m
/ (—zdx +xdz) = / < — tsin(t) - (cos(t) — tsin(t)) + tcos(t) - (sin(t) + tcos(t))) dt
C 0471-
/ <t2 sin?(t) + t* cos? (t)) dt
0

4 3
1 4
—/ 2dt = Lamyp = BT
0 3

3



