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1. a)

Voor (z,y) # (0,0) gebruiken we de quotiéntregel:
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Voor (z,y) = (0,0) gebruiken we de definitie van de partiéle afgeleide:

af . f(hO)—f(0,0) . 0-0
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De functie g : R?> — R is continu in a € R2, als voor ieder € > 0 er een § > 0 bestaat,
zo dat |g(x) — g(a)| < e als ||x — a]| < 4.

Aangezien de som, het product en de samenstelling van continue fung:ties weer continu
is zijn de noemer n(z,y) = 23y? +2zy* en de teller t(z,y) = (2* +y2)% continue functie
op R?. Het quotiént van continue functies is continu in ieder punt waar de noemer niet
nul is, dus f, is continu op R?\ {(0,0)}.

In (0,0) gebruiken we de definitie. We schrijven x = (z,y). Zij € > 0, en kies (bijvoor-
beeld) § = \/2/3. Als ||x — 0[] = ||x|| < &, dan volgt met |z| < ||x|| en |y| < ||x]|,

_ 2%+ 2 3lx)?
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| f2(x) — f2(0)] = 3|x||? < 362 = e.
We zien dat f, ook continu is in (0, 0).

Omdat f(z,y) = f(y,z), is f, ook continu op R?. Aangezien de partiéle afgeleiden
continu zijn, is f differentieerbaar op R2.

Er geldt Vf(z,y) = (—ye®™, —ze™), dus het enige stationaire punt van f is (0,0). Er
geldt f(0,0) =1,enooke ™ <lalsz>0,y>0ene ™ >1lalsz>0eny<0. We
zien dat f geen lokaal extreem heeft in (0,0), dus f heeft een zadelpunt in (0,0).
Definieer G(,y) = 22 + 4y? — 1, dan 9D = {(x,y) : G(z,y) = 0}. 9D is gesloten en
begrensd, en f is continu, dus f neemt een minimum en een maximum aan op 0D. We
kunnen deze vinden m.b.v. de multiplicator van Lagrange.

We lossen op:
Vf(z,y) =AVG(z,y) en  G(z,y) =0,

ofwel
—ye Y =2)\x
—ze Y =8)\y
22+ 47 =1,



Uit de eerste twee vergelijkingen volgt
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Aangezien z = 0,y = 0 niet voldoet aan de derde vergelijking, geeft dit geen oplossing.
We moeten nu dus oplossen

== en z? +4y° = 1.
De eerste vergelijking geeft #2 = 432 en invullen in de tweede geeft
8y*=1 =  y=+——

en dus

x2:4- _% = x:ii.

1
8

We vinden dus vier oplossingen:

1 1 1 1 1 1 1 1
X1 = - =] Xe=\—"——F 7|, X3=|\—"F7= "= Xa=\| "= "7 -
' <ﬂm> ’ <ﬂ2\/§> ’ <\/§ m) ! (ﬂ m)
Er geldt f(x1) = f(x4) = e T en f(x2) = f(x3) = et, dus f heeft een maximum op
0D in x5 en x3, en een minimum in xX; en x4.

c) Aangezien f continu is op D, en D is gesloten en begrensd, heeft f een globaal maximum
en minimum. Uit onderdeel a volgt dat deze worden aangenomen op de rand. Bij
onderdeel b hebben we uitgerekend waar deze liggen en wat de grootte is.

. We beschrijven GG m.b.v. cilindercoérdinaten: & = rcosp, y = rsinp, z = z. Het gebied G
is dan het gebied ingesloten door de oppervlakken z = /7 en r? + 22 = 2. In het rz-vlak:

z

Deze oppervlakken snijden elkaar in de kromme gegegeven door r2 + (1/7)? = 2. Oplossen
van deze vergelijking geeft

r2+r—2=0 & (r=1)(r+2)=0 & r=1of r=-2.



Aangezien r niet negatief is, wordt de snijkromme van de twee oppervlakken gegeven door
r = 1. Het gebied G wordt dus in cilindercoérdinaten:

Het volume van G wordt dan (vergeet de Jacobiaan niet!):

vol@ = [[[ ay2) = [[[ vaw
/2”/ / P dsdrag

—27r/ /\/77 (\/ﬁ—rﬁ)dr

4. a) De kromme f(C) heeft parametrisering
x(t) = (2t +t,F(t)),

met F(t) = f(t3,t* + 1). Om de raaklijn te bepalen hebben we de afgeleide naar t
nodig:
x'(t) = (2t, 4% + 1, F'(t)).

Met de kettingregel vinden we

dF _0f dv  0f dy
dt Oz dt Oy dt

=2 fu (2t 1) 4+ (43 + 1) f, (12 t* + 1),
De parametervoorstelling van de raaklijn in (1, 2, f(1, 2)) wordt nu
x(1) + sx'(1) = (1,2, f(1,2)) + s(2,5,2f(1,2) + 5£,(1,2)), s €R.
b) Een parametrisering voor S is
X(t,2) = (g(t), 2) = (91(t), 92(t), 2)

met a <t <ben0<z< f(g(t)). De partiéle afgeleiden van X zijn

Xy(t,2) = (g'(1),0)
X.(t,2) = (0,0,1).

Er geldt X; 1 X, dus

X x X = [1Xe]| - X = N8’ ()]l



5. a)

Dan volgt

Opp(S //dQ //fgt X, x X, || dzdt = // ||g ) dz dt
/f Dl (t) ] dt = /fds

Op C; wordt F gegeven door
F(z,y,2) = (—y,x,0).
Een parametrisering van C] is
x(t) = (1 + cost, 1 +sint,0), t € [0, 2],
en deze komt overeen met de oriéntatie. De afgeleide is
x'(t) = (—sint, cost,0).

Hiermee vinden we

27 27
/ (F,7)ds = / (F(x(t)),x'(t)) dt = / (sint + sin® ¢ + cost + cos® t)dt
C 0 0
' 2
:/ (1 +sint + cost)dt =27
0

De integraal over sint en over cost is gelijk aan nul, want we integreren over een hele
periode.

Zij U C R3 open, en F € C1(U;R3). Als S C U een stuksgewijs glad oppervlak is met
oriéntatie n, en de randkromme 95 heeft bijpassende oriéntatie 7, dan

/aS<F,T> ds://s<rot(F) n) dS)

Laat S de cilinder (z —1)?+ (y—1)? = 1 zijn tussen de krommen C; en C3. We geven S
de naar buiten gerichte oriéntatie n. De randkromme 05 bestaat uit C; en Cs, waarbij
(4 tegen de wijzers van klok in georiénteerd is, en Co met de klok mee (van bovenaf
gezien). De rotatie van F is

e €9 €3
rot(F) =V x F = | 2 a% 2 (001fL1;1)
Fi x  2%sin(2?)

De normaalvector n op S is van de vorm (a, b,0), dus (rot(F),n) = 0 en dan

//rot n)dQ = 0.



Uit de stelling van Stokes volgt dan

| =0

ofwel (let op de oriéntatie van Cy)

/Cl<F,T)ds—/C2<F,T>ds:O.

Uit onderdeel a volgt dan

/ (F,7)ds = 2m.
Ca



