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e Dit tentamen bestaat uit 6 opgaven.
e Alle antwoorden dienen beargumenteerd te worden.

e Normering: 36 punten zijn in totaal te behalen + 3 BONUSPUNTEN; de puntenverdeling
is zoals aangegeven in de opgaven.

1. (4) De differentiaalvergelijking voor y = y(t) wordt gegeven door
20" + " + 2y +y =sint.

Geef de algemene oplossing y(t).

2. (5) Bepaal met behulp van Laplace transformaties de oplossing van de differentiaalvergelijking
voor de functie y = y(t):

" _ 0 0<t<l - L
y+y_{cos(t—1> p>1 0 vO=1 y(0)=0

3. (2) Beschouw de differentiaalvergelijking
y" — 2zy’ + 2y = 0.

Leid een recurrente betrekking af voor de coéfficiénten van een machtreeksoplossing van
bovenstaande vergelijking. Je hoeft deze betrekking NIET op te lossen.

4. We bekijken de volgende matrixdifferentiaalvergelijking voor de functie x(t) € R3:

x =Ax,
met matrix A gedefinieerd door
-1 1 -2
A= 0 -1 4
0 0 —1

a. (5) Bereken et en geef de oplossing van x = A x met x(0) = x,.

b. (3) Bepaal een particuliere oplossing van het inhomogene probleem



5. Gegeven is het volgende stelsel differentiaalvergelijkingen voor x(t),y(t):

{g—f = x2—|—2xy2—x,
@ = “2zy—yi+tu.

a. (2) Vind alle evenwichtspunten.

b. (2) Karakteriseer en bepaal de stabiliteit van de evenwichtspunten met behulp van
de lineariseringstechniek.

c. (2) Bepaal de stabiliteit van de evenwichtspunten voor het niet-lineaire stelsel en
beargumenteer je antwoord.

d. (2) Laat zien dat de lijn L = {(z,y)|ly = 1 — z, x € R} een invariante verzameling is van
bovenstaand stelsel differentiaalvergelijkingen, d.w.z. als op t; geldt (z(t1),y(t1)) € L dat
dan (z(t),y(t)) € L voor alle t € R.

e. (3) Schets het faseportret in een enkel figuur. Geef ook de doorlooprichtingen van de oplossing-
en aan.

6. Beschouw de volgende matrixdifferentiaalvergelijking voor de vectorfunctie y(t):

%y =(A+C(t)y, t>0 (1)

met y(0) = yo. Laat A een constante n X n matrix waarvan de eigenwaarden \; reéel deel < 0
hebben. Laat C(t) een continue matrixfunctie z6 dat

t
/ |C(s)||ds  begrensd is voor alle t>0.
0

Q

. (2) Schrijf de differentiaalvergelijking (1) om in een integraalvergelijking voor y(t).

b. (2) Laat zien door gebruik te maken van |[eA!|| < Me~™!, voor zekere constanten m, M > 0,
dat moet gelden:

t
Iy (@)]le™ < M]lyoll +/0 |y (s)lle™[|C(s)|M ds
c. (3) (BONUSOPGAVE) Laat zien dat uit onderdeel b) de volgende schatting volgt

|y (0)]] < M{[yol| exp (M/Ot IIC(S)IIdS—mt)

d. (2) Welke conclusie kun je trekken over de stabiliteit van de oplossingen met behulp van de
ongelijkheid bij c) 7



