Tentamen Reéle Analyse, Uitwerking
22 januari 2016

1. Zij X # 0.

(a) (4) Geef de definitie van een metriek d op X.
Uitwerking. Een metriek op X is een functie d : X x X — R
die voldoet aan:

(i) voor alle z,y € X isd(z,y) > 0 en d (z,y) = 0 dan en slechts
dan als x = y;

(ii) d(x,y) =d(y,z) voor alle z,y € X;
(iii) d(z,y) < d(z,2)+d(z,y) voor alle z,y,z € X.

Zij nu (X, d) een metrische een metrische ruimte.

(b) (4) Bewijs dat |d (z,y) — d(z, 2)| < d(y, z) voor alle z,y,z € X.
Uitwerking. Laten z,y,z € X gegeven zijn. Uit (iii) volgt dat
d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) en dus is

d(z,y) —d(x,2) < d(y,2). (1)
Verwisseling van y en z geeft dan dat ook
(A y) —d (5, 2) = d(@,2) —d(@y) <d 7). (2)
Uit (1) en (2) volgt dat |d (z,y) — d(z, 2)| < d(y,2).
Zij verder () # A C X en definieer
d(z,A) =inf{d(z,a):a € A}, zeX.

Bewijs de volgende uitspraken.



(c) (4) Als 2 € X, dan is d (z, A) = 0 dan en slechts dan als z € A.

Uitwerking. Neem eerst aan dat d (x, A) = 0. Uit de definitie
van infimum volgt dat er voor iedere n € N een a,, € A bestaat zo
dat d(z,a,) < 1/n. Dan d(x,a,) — 0 en dus a,, — z als n — oo.
Hieruit volgt dat = € A.

Neem nu aan dat x € A. Dan bestaat er een rij (b,)~, in A zo dat
b, — x. Uit de definitie van d (x, A) volgt dat d (z, A) < d (z,b,)
voor alle n. Omdat d (z,b,) — 0, volgt hieruit dat d (z, A) = 0.
(d) (4) Als z,y € X, danis d(x, A) —d(z,y) < d(y, A).
Uitwerking. Alsa € A, dan d (z,a) < d(z,y) +d(y,a) en dus
d(.I‘,A) - d(.%',’y) < d(m,a) - d(l’,y) < d(y>a) .
Dit voor alle @ € A en dus volgt het uit de definitie van d (y, A)
dat d (z, A) — d (z,) < d (3, A).
(e) (4) Alsz,y € X, dan is |d (z, A) —d (y, A)| < d(z,y).
Uitwerking. Uit (d) volgt dat d (z, A) —d (y, A) < d(x,y). Ver-

wisseling van z en y geeft dat ook d(y,A) — d(z, A) < d(z,y).
Derhalve is |d (x, A) — d (y, A)| < d(x,y).

2. Zij (X, d) een volledige metrische ruimte en f : X — X een afbeelding
waarvoor een constante 0 < ¢ < 1 bestaat zo dat d(f (z), f(y)) <
cd (x,y) voor alle x,y € X.

(a) (4) Laat zien dat f continu is.

Uitwerking. Neem z € X (vast) en laat ¢ > 0 gegeven zijn.
Definieer § = ¢/c. Als y € X zo dat d(z,y) < ¢, dan is

d(f(x),f(y) <cd(z,y) <cd=c

Dit laat zien dat f continu is in het punt z. Dit geldt voor alle
x € X en dus is f continu (op X).

Neem zy € X vast en definieer de rij (z,).., recursief door z, =
f (zn,—1). Bewijs de volgende uitspraken.

(b) (4) d(xp,xps1) < d(xg,x1) voor alle n € N.
Uitwerking. Voor n = 1:

d(x1,z0) =d(f (xo), f(z1)) < cd(xg, 1) .



Stel nu dat de uitspraak waar is voor een n € N. Dan is

d(xn+17xn+2) = d(f (xn)af(xn+1))
< ed (Tn, Tne1) < T (20, 21)

Dit is de uitspraak voor n + 1.
(c) (4) Voor alle n, k € Nis d (xp, Tpix) < Z?::fl d(xj,xj41).

Uitwerking. Neem n € N vast. Voor k = 1 is er niets te bewijzen.
Stel nu dat de uitspraak waar is voor een k € N. Dan is

d(xnaﬂ?n+k+1) < d(x’mxn-‘rk)+d<xn+kaxn+k+1)
n+k—1

< Z d(l’j,$j+l) +d($n+kaxn+k+l)

j=n

n+k

= Z d (), xj41)
j=n

en dit is de uitspraak voor k + 1.

(d) (5) Uit (b) en (c) volgt dat voor alle n, k € N geldt dat d (x,,, x, 1)
< (1—c¢) " d(xg, 1)
Uitwerking. Voor n, k € N is

n+k—1 n+k—1

d(Tpn, Tnik) < Z d(zj,xj41) < Z d (o, 71)
j=n j=n

(omdat 0 < ¢ < 1).
(e) (4) Derij (x,),~, is een Cauchy rij.
Uitwerking. Zij ¢ > 0 gegeven. Omdat ¢* — 0 (n — o),

bestaat er een N € N zo dat ¢” (1 — ¢) ™" d (z¢, 1) < £ voor alle
n > N. Voor n,m € N met m >n > N volgt nu uit (d) dat

d(xn, 2m) < (1 —c¢) " d(x, 1) < e

Derhalve is (z,),., een Cauchy rij.



(f) (4) Er bestaat een unieke a € X die voldoet aan f (a) = a.

Uitwerking. Omdat X volledig is, bestaat er een a € X zo dat
x, — a. Omdat f continu is (zie (a)), volgt dat f(x,) — f(a).
Nuis f(z,) = @p41 en 00k z,417 — a, dus f(x,) — a. Omdat
limieten uniek zijn, volgt dat f (a) = a.

Als a,b € X zo dat f(a) = a en f(b) = b, dan is d(a,b) =
d(f(a),f () <cd(a,b). Omdat ¢ < 1, volgt hieruit dat d (a, b) =
0 en dus a = 0.

3. We bekijken R met Lebesgue maat A : A — [0, 00] (A is de o-algebra
van alle Lebesgue meetbare deelverzamelingen van R). Gegeven E € A
met 0 < A (F) < oo definiéren we f (t) = A ((—o0,t) N E), t € R.

(a) (7) Laat zien dat f een continue functie is.

Uitwerking. Neem ¢ € R vast. Zij (¢,),., eenrijin R zo dat ¢,, |
t. Dan geldt (—oo,t,) T (—o0,t) en dus (—oo,t,)NE T (—o0,t)N
E. Hieruit volgt dat A ((—o0,t,) N E) T A((—o0,t) N E), maw.
f(tn) T f(t). Dit laat zien dat f links-continu is in ¢.

Zij nu (t,),—, een rij in R zo dat ¢, | t. We mogen aannemen
dat t, > t voor alle n (anders is er niets te bewijzen). Dan geldt
(—o0,tn) | (—o0,t] en dus (—o0,t,) N E | (—oo,t] N E. Omdat
A (E) < oo volgt hieruit dat A ((—oo,t,) NE) | A((—o0,t] N E).
Nuis A ((—o0,t] N E) = A((—o0,t) N E) (want A ({t}) = 0) en we
vinden dat f(¢,) | f(t). Dit laat zien dat f rechts-continu is in
t. Derhalve is f continu in ¢.

(b) (6) Bereken lim; o f (t) en lim;—,_ f (%).
Uitwerking. Als (¢,),~, een rij is in R zo dat ¢, T oo, dan
EnNn(—oo,t,) T EFendus A(EN(—00,t,)) T AN(E), maw. f(t,) T
A (E). Dit laat zien dat lim; ., f (t) = A (E).
Als (t,):7, eenrij is in R zo dat t,, | oo, dan E N (—o0,t,) | 0 en
dus A (BN (—00,t,)) | 0 (want A (E) < co), maw. f(t,) | 0. Dit
laat zien dat lim;, o f () = 0.

(c) (7) Laat zien: Als 0 < a < A(FE), dan is er een F' € A zodat
FCFEen\(F)=aq.
Uitwerking. Omdat lim;_,_, f (t) = 0, bestaat er een t; € R zo
dat f (1) < @. Omdat lim;_,, f (¢) = A (F) bestaat er een t; € R
(met t; < t3) zo dat f(t2) > o. Omdat f continu is op [ty,ts]
volgt uit de tussenwaardestelling dat er een ¢y € [t1,t2] bestaat
zo dat f(tp) = a. Dan is dus A (E'N(—o0,ty)) = a. Derhalve
kunnen we F' = E N (—00,ty) nemen.
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4. 7ij (X, A, p) een maatruimte (A is de o-algebra van alle p-meetbare
deelverzamelingen van X).

(a) (6) Formuleer de gedomineerde convergentiestelling.

Uitwerking. Zij (f,).~, een rij p-integreerbare functies op X en
zij f: X — Rzodat f(z) = lim, . fn () p-b.o op X. Als er
een p-integreerbare g : X — [0, 00) bestaat zo dat |f,| < g p-b.o.
voor alle n, dan is f p-integreerbaar en [y fdu = lim, o [ fadp.

We nemen nu X = R en p = A, de Lebesgue maat. Zij f € L; (R).

(b) (6) Laat zien dat voor iedere x € R de functie ¢ — f (¢)sin (xt),
t € R, integreerbaar is over R.

Uitwerking. De functies f en ¢ +— sin(xt), ¢ € R zijn beide
A-meetbaar (want ¢ — sin (xt) is continu). Derhalve is de functie
t — f(t)sin(xt), t € R, A-meetbaar. Voor iedere ¢t € R geldt dat
|f (t)sin (xt)| < |f (t)]. Omdat f A-integreerbaar is over R, volgt
nu dat ook t — f (¢ )sin (xt), t € R, M-integreerbaar is over R.

(c) (6) We definiéren g (z) = [ f (t)sin (xt) dX (t), 2 € R. Laat zien
dat |g (x)| < || f]; voor alle T € ]R
Uitwerking. Voor z € R geldt dat

g (z)] = ) sin (xt) dA (t ‘ /]f sin (xt)| dA (t)

< /R\fa)\dw — £l

(d) (7) Laat zien dat de functie g continu is op R.
Uitwerking. Neem = € R (vast) en zij ()., een rij in R
zo dat x, — x. Omdat de functie sin continu is, volgt dat
f(t)sin (z,t) — f(t)sin(xt) als n — oo voor alle t € R. Verder
is | f (¢)sin (z,t)| < |f (¢)] voor alle t € R. Omdat de functie |f]
integreerbaar is over R volgt nu uit de gedomineerde convergenti-
estelling (zie (a))

) dat
g(x) = /f sin (xt) dA (t)
= lim [ f(¢)sin(x,t)dA(t) = lim g(x,).
n—oo R n—oo

We concluderen dat g continu is in het punt x. Dit voor iedere
x € R, derhalve is g continu op R.



