
Tentamen Reële Analyse, Uitwerking
14 augustus 2015, 14.00-17.00

1. Voor x; y 2 R de�niëren we

d (x; y) =
jx� yj

1 + jx� yj :

(a) (5) Laat zien dat d een metriek is op R.
Uitwerking. Het is duidelijk dat d (x; y) � 0 voor alle x; y 2 R.
Als x; y 2 R, dan

d (x; y) = 0 , jx� yj = 0 , x = y:

Omdat jx� yj = jy � xj, is ook duidelijk dat d (x; y) = d (y; x)
voor alle x; y 2 R.
Nu de driehoeksongelijkheid. Gegeven x; y; z 2 R is jx� yj �
jx� zj + jz � yj en omdat de functie t 7�! t= (1 + t), t 2 R,
stijgend is, volgt hieruit dat

d (x; y) =
jx� yj

1 + jx� yj �
jx� zj+ jz � yj

1 + jx� zj+ jz � yj

=
jx� zj

1 + jx� zj+ jz � yj +
jz � yj

1 + jx� zj+ jz � yj

� jx� zj
1 + jx� zj +

jz � yj
1 + jz � yj = d (x; z) + d (z; y) :

(b) (5)Bereken de diameter van R m.b.t. de metriek d.
Uitwerking. De diameter d (R) wordt gegeven door

d (R) = sup fd (x; y) : x; y 2 Rg = sup
x;y2R

jx� yj
1 + jx� yj

= sup
t�0

t

1 + t
= lim

t!1

t

1 + t
= 1:
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(c) (5) Bewijs: voor iedere " > 0 bestaat er een � > 0 zo dat

(i) als x; y 2 R en jx� yj < �, dan d (x; y) < ";
(ii) als x; y 2 R en d (x; y) < �, dan jx� yj < ".
Uitwerking. Zij " > 0 gegeven. Omdat d (x; y) � jx� yj voor
alle x; y 2 R, volgt uit jx� yj < " dat d (x; y) < ".
Omdat de functie t 7�! t= (1 + t), t 2 R, strict stijgend is, volgt
uit x; y 2 R en d (x; y) < "= (1 + ") dat jx� yj < ". We kunnen
dus � = min ("; "= (1 + ")) = "= (1 + ") nemen.

(b) (5) Laat zien dat (R; d) een volledige metrische ruimte is.
Uitwerking. Zij (xn)

1
n=1 een d-Cauchy rij in R. Gegeven " > 0 is

er volgens (c) een � > 0 zo dat uit x; y 2 R en d (x; y) < � volgt dat
jx� yj < ". Omdat (xn) een d-Cauchy rij is, bestaat er een N 2 N
zo dat d (xn; xm) < � voor alle n;m � N en dus jxn � xmj < "
voor alle n;m � N . Dit laat zien dat (xn) een Cauchy rij is in
R mbt. de standaard (Euklidische) metriek. Omdat R volledig
is mbt. de standaard metriek, bestaat er een x 2 R zodanig dat
jx� xnj ! 0 als n!1. Omdat d (x; xn) � jx� xnj volgt nu dat
d (x; xn)! 0 als n!1. We zijn klaar.

2. Zij (X; d) een compacte metrische ruimte. We beschouwen C (X)
voorzien met de uniforme norm k�k1 (en corresponderende uniforme
metriek). Bewijs de volgende uitspraken.

(a) (8) Zij L � C (X) een lineaire deelruimte met 1 2 L (1 (x) = 1,
x 2 X) die dicht is in C (X). Als f 2 C (X) en x0 2 X zo dat
f (x0) = 0, dan bestaat er voor iedere " > 0 een g 2 L zo dat
kf � gk1 < " en g (x0) = 0.
Uitwerking. Omdat L dicht ligt in C (X), bestaat er een h 2 L
zo dat kf � hk1 < "=2. Dan is i.h.b. jh (x0)j = jf (x0)� h (x0)j <
"=2. Zij nu g = h � h (x0)1. Dan is g 2 L en g (x0) = 0. Voor
alle x 2 X is

jf (x)� g (x)j � jf (x)� h (x)j+ jh (x)� g (x)j
� kf � hk1 + jh (x0)j < "=2 + "=2 = ":

Derhalve is kf � gk1 = supx2X jf (x)� g (x)j � ". Hieruit volgt
het gevraagde.

Neem p 2 X vast en de�nieër

Cp (X) = ff 2 C (X) : f (p) = 0g :
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(b) (5) Dan is C (X) = ff + �1 : f 2 Cp (X) ; � 2 Rg.
Uitwerking. Het is duidelijk dat ff + �1 : f 2 Cp (X) ; � 2 Rg �
C (X).
Laat g 2 C (X) gegeven zijn. We de�niëren � = g (p) en f =
g � �1. Dan is f 2 Cp (X) en g = f + �1. Klaar!

Zij nu A een deelalgebra van Cp (X) die de punten van X scheidt.

(c) (5) Toon aan: A1 = ff + �1 : f 2 A; � 2 Rg is een algebra in
C (X).
Uitwerking. Het is duidelijk dat A1 een lineaire deelruimte van
C (X) is. Neem nu g1; g2 2 A1 en schrijf gj = fj+�j1 met fj 2 A
en �j 2 R (j = 1; 2). Dan is

g1g2 = (f1f2 + �1f2 + �2f1) + �1�21:

OmdatA een algebra is, volgt dat f1f2+�1f2+�2f1 2 A. Derhalve
is g1g2 2 A1 en dus is A1 een algebra in C (X).

(d) (7) Laat zien: de algebra A ligt dicht in Cp (X).
Uitwerking. Laat A1 de algebra in C (X) zijn zoals de�nieerd in
(c). Duidelijk is 1 2 A1. Omdat A � A1 en A scheidt de punten
van X, is het duidelijk dat ook A1 de punten van X scheidt.
Uit de stelling van Stone-Weierstrass volgt nu dat A1 dicht ligt in
C (X). Gegeven f 2 Cp (X) en " > 0, volgt nu uit (a) dat er een
g 2 A1 bestaat zo dat kf � gk1 < " en g (p) = 0. Nu volgt uit
g 2 A1 en g (p) = 0 dat g 2 A. We mogen concluderen dat A
dicht licht in Cp (X). Klaar!

3. Zij (X;�; �) een maatruimte (� is de �-algebra van alle �-meetbare
deelverzamelingen van X).

(a) (5) Formuleer het Lemma van Fatou.
Uitwerking. Als (fn)

1
n=1 een rij is in L1 (�)

+ zo dat

lim inf
n!1

Z
X

fnd� <1;

dan is lim infn!1 fn 2 L1 (�)+ enZ
X

�
lim inf
n!1

fn

�
d� � lim inf

n!1

Z
X

fnd�:
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(b) (5) Zij (fn)
1
n=1 een rij in L1 (�) zo dat

R
X
jfnj d� � 1 voor alle n

en zij f : X ! R zo dat fn ! f �-b.o. Laat zien dat f 2 L1 (�)
en dat

R
X
jf j d� � 1.

Uitwerking. Uit
R
X
jfnj d� � 1 voor alle n 2 N volgt dat

lim infn!1
R
X
jfnj d� � 1. Omdat jf j = lim jfnj = lim infn!1 jfnj

�-b.o., volgt nu uit het Lemma van Fatou dat jf j 2 L1 (�) (en
dus, f 2 L1 (�)) metZ

X

jf j d� =
Z
X

�
lim inf
n!1

jfnj
�
d� � lim inf

n!1

Z
X

jfnj d� � 1:

(c) (5) Geef een voorbeeld van een rij (fn)
1
n=1 en een functie f als in

(b) zo dat
R
X
jfnj d� = 1 voor alle n en

R
X
jf j d� < 1.

Uitwerking. Neem X = R met Lebesgue maat �. Voor n 2 N,
de�nieer fn = n�[0;1=n]. Dan is

R
R fnd� = 1 voor alle n. Echter,

fn ! 0 �-b.o.

(d) (5) Zij (fn)
1
n=1 een rij in L1 (�)

+ en f 2 L1 (�)+ zo dat fn ! f
�-b.o. en

R
X
fnd� !

R
X
fd� als n ! 1. Laat zien dat voor alle

E 2 � geldt dat
lim
n!1

Z
E

fnd� =

Z
E

fd�:

Uitwerking. Noem an =
R
E
fnd� en bn =

R
XnE fnd�, (n =

1; 2; : : :). Uit het Lemma van Fatou volgt datZ
E

fd� � lim inf
n!1

an en
Z
XnE

fd� � lim inf
n!1

bn:

Nu is Z
E

fd� � lim inf
n!1

an � lim sup
n!1

an

� lim sup
n!1

(an + bn) + lim sup
n!1

(�bn)

= lim sup
n!1

(an + bn)� lim inf
n!1

bn

= lim
n!1

Z
X

fnd�� lim inf
n!1

bn

�
Z
X

fd��
Z
XnE

fd� =

Z
E

fd�;

waaruit volgt dat
R
E
fd� = lim infn!1 an = lim supn!1 an en dusR

E
fd� = limn!1

R
E
fnd�.
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4. Zij � de Lebesgue maat op de �-algebra � van alle Lebesgue-meetbare
deelverzamelingen van R. We noteren met S de half-ring van alle cellen
(a; b] (met a � b in R). Zij f 2 L1 (R).

(a) (5) Laat zien: als (En)
1
n=1 een disjuncte rij is in � en E =

S1
n=1En,

dan is Z
E

fd� =
X1

n=1

Z
En

fd�:

Uitwerking. Noemen we Fk =
Sk
n=1En dan Fk "k E en dus

�Fk =
Pk

n=1 �En "k �E. Hieruit volgt dat f�Fk ! f�E op R.
Omdat

��f�Fk�� � jf j voor alle k volgt via de gedomineerde conver-
gentie stelling datZ

E

fd� =

Z
R
f�Ed� = lim

k!1

Z
R
f�Fkd�

= lim
k!1

Z
R
f
�Xk

n=1
�En

�
d�

= lim
k!1

Xk

n=1

Z
En

fd� =
X1

n=1

Z
En

fd�:

We nemen nu aan dat
R x
�1 fd� = 0 voor alle x 2 R. Bewijs de volgende

uitspraken.

(b) (4) Voor alle (a; b] 2 S is
R
(a;b]

fd� = 0.

Uitwerking. Voor a < b in R isZ
(a;b]

fd� =

Z b

�1
fd��

Z a

�1
fd� = 0:

(c) (4) Voor iedere �-verzameling A (mbt. S) is
R
A
fd� = 0.

Uitwerking. Als A een �-verzameling is, dan kunnen we A schri-
jven als A =

S1
n=1Cn met Cn 2 S en Cn\Cm = ; als n 6= m. Via

(a) en (b) volgt nu datZ
A

fd� =
X1

n=1

Z
Cn

fd� = 0:

(d) (4) Als F � X en (An)
1
n=1 is een rij �-verzamelingen zo dat An # F

(maw., F is een ��-verzameling), dan is
R
F
fd� = 0.
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Uitwerking. Uit An # F volgt dat �An #n �F op R en dus
f�An ! f�F puntgewijs op R. Omdat

��f�An�� � jf j voor alle n
en f 2 L1 (�), volgt via de gedomineerde convergentie stelling datZ

F

fd� =

Z
R
f�Fd� = lim

n!1

Z
R
f�And� = lim

n!1

Z
An

fd�:

Uit (c) weten we dat
R
An
fd� = 0 voor alle n. Derhalve is

R
F
fd� =

0.

(e) (4) Als E 2 �, dan is
R
E
fd� = 0 (welke stelling wordt er ge-

bruikt?).
Uitwerking. Zij E 2 � gegeven. Omdat de Lebesgue maat �
�-eindig is, bestaat er een ��-verzameling F (mbt. S) zodanig dat
E � F en � (FnE) = 0 (dit is een stelling die tijdens het college
is behandeld). Nu isZ

F

fd� =

Z
E

fd�+

Z
FnE

fd� =

Z
E

fd�;

want
R
FnE fd� =

R
R f�FnEd� = 0 omdat f�FnE = 0 �-b.o. Uit

(d) volgt dat
R
F
fd� = 0 en dus is ook

R
E
fd� = 0.

(f) (4) Nu volgt dat f = 0 �-b.o.
Uitwerking. Noem E+ = fx 2 R : f (x) � 0g. Omdat f een
Lebesgue meetbare functie is, volgt dat E+ 2 �. Uit (e) volgt datR
E+
fd� = 0. Omdat f � 0 op E+ volgt hieruit dat f = 0 �-b.o.

op E+. Derhalve is � (fx 2 R : f (x) > 0g) = 0.
Passen we ditzelfde argument toe op de functie �f , dan volgt
dat ook � (fx 2 R : f (x) < 0g) = 0. We mogen concluderen dat
f = 0 �-b.o.
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