Tentamen Reéle Analyse, Uitwerking
14 augustus 2015, 14.00-17.00

1. Voor z,y € R definiéren we

|z —yl

d = —

(a) (5) Laat zien dat d een metriek is op R.

Uitwerking. Het is duidelijk dat d (z,y) > 0 voor alle z,y € R.
Als z,y € R, dan

dz,y)=0 < |Jr—yl=0 & z=uy.

Omdat |z —y| = |y — x|, is ook duidelijk dat d (z,y) = d(y,z)
voor alle z,y € R.

Nu de driehoeksongelijkheid. Gegeven z,y,z € R is |z —y| <
|z — 2| + |z — y| en omdat de functie t — t/(1+1¢), t € R,
stijgend is, volgt hieruit dat

[z -yl _ _lr—z+lz—yl
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(z,9) l+|lz—yl ~— 1+|z—2z|+|z—y
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=d d :
I+|z—2 1+|z—1y| (v,2) +d(z)

(b) (5)Bereken de diameter van R m.b.t. de metriek d.
Uitwerking. De diameter d (R) wordt gegeven door

[z —yl
d(R) = sup{d(z,y):z,y € R} = sup ——
®) {d(z,y) b= sup T
t
= —— = lim — = 1.
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(c) (5) Bewijs: voor iedere € > 0 bestaat er een 6 > 0 zo dat
(i) alsz,y €e Ren |z —y| <6, dan d (x,y) < &;
(ii) alsz,y € Rend(x,y) <0, dan |z —y| < e.

Uitwerking. Zij ¢ > 0 gegeven. Omdat d (z,y) < |z — y| voor
alle z,y € R, volgt uit |x —y| < e dat d (z,y) < e.

Omdat de functie t — ¢/ (1+1t), t € R, strict stijgend is, volgt
uit z,y € Ren d(z,y) <e/(1+¢) dat |z —y| < e. We kunnen
dus § =min(e,e/(1+¢)) =¢/ (1 + ¢) nemen.

(b) (5) Laat zien dat (R, d) een volledige metrische ruimte is.
Uitwerking. Zij (), , een d-Cauchy rij in R. Gegeven e > 0 is
er volgens (c) een 0 > 0 zodat uit z,y € Rend (z,y) < 6 volgt dat
|z — y| < e. Omdat (z,) een d-Cauchy rij is, bestaat er een N € N
zo dat d (z,,x,) < ¢ voor alle n,m > N en dus |z, —z,| < ¢
voor alle n,m > N. Dit laat zien dat (x,) een Cauchy rij is in
R mbt. de standaard (Euklidische) metriek. Omdat R volledig
is mbt. de standaard metriek, bestaat er een x € R zodanig dat
|z — x,| = 0 als n — co. Omdat d (z,z,) < |z — x,| volgt nu dat
d(z,z,) — 0 als n — oo. We zijn klaar.

2. Zij (X,d) een compacte metrische ruimte. We beschouwen C'(X)
voorzien met de uniforme norm |||, (en corresponderende uniforme
metriek). Bewijs de volgende uitspraken.

(a) (8) Zij L C C'(X) een lineaire deelruimte met 1 € L (1(x) = 1,
xz € X) die dicht is in C'(X). Als f € C(X) en 29 € X zo dat
f (o) = 0, dan bestaat er voor iedere € > 0 een g € L zo dat
1f = 9gll <eeng(zo) =0.
Uitwerking. Omdat L dicht ligt in C' (X)), bestaat er een h € L
zodat || f — h||, < ¢&/2. Danisih.b. |h(2)| = |f (z0) — h (20)] <
€/2. Zijnu g = h — h(z)1. Danis g € L en g(z9) = 0. Voor
alle x € X is

F@—g@| < [f@)—h@)]+ k) —g@)
< |~ hllo+ Ih (a0l < /24 /2 =¢.

Derhalve is || f — g||., = sup,cx |f () — g (z)| < e. Hieruit volgt
het gevraagde.

Neem p € X vast en definieér

Cp (X) ={f e C(X): f(p)=0}.



(b) (5) Danis C(X)={f+A1:feC,(X), X e R}
Uitwerking. Het is duidelijkdat {f + A\1: f € C}, (X),A € R} C
C(X).
Laat g € C'(X) gegeven zijn. We definiéren A = g (p) en f =
g—Al. Dan'is f € C, (X) en g = f + A1. Klaar!

Zij nu A een deelalgebra van C, (X) die de punten van X scheidt.

(c) (5) Toon aan: A; = {f+A1:f € A )\ eR} is een algebra in
C(X).
Uitwerking. Het is duidelijk dat A; een lineaire deelruimte van
C(X) is. Neem nu g1, g2 € A; en schrijf g; = f;+X;1 met f; € A
en \; € R (j =1,2). Dan is

9192 = (fifo + M fo+ X fi) + Mol

Omdat A een algebra is, volgt dat fi fo+ A1 fo+Aof1 € A. Derhalve
is 9192 € A; en dus is A; een algebra in C' (X).

(d) (7) Laat zien: de algebra A ligt dicht in C,, (X).
Uitwerking. Laat A; de algebra in C' (X) zijn zoals definieerd in
(c). Duidelijk is 1 € A;. Omdat A C A; en A scheidt de punten
van X, is het duidelijk dat ook A; de punten van X scheidt.
Uit de stelling van Stone-Weierstrass volgt nu dat 4; dicht ligt in
C(X). Gegeven f € C,(X) en € > 0, volgt nu uit (a) dat er een
g € A; bestaat zo dat ||f —g|| ., < e en g(p) = 0. Nu volgt uit
g € Ay en g(p) = 0 dat ¢ € A. We mogen concluderen dat A
dicht licht in C, (X). Klaar!

3. Zij (X, A, p) een maatruimte (A is de o-algebra van alle p-meetbare
deelverzamelingen van X).

(a) (5) Formuleer het Lemma van Fatou.
Uitwerking. Als (f,)°°, een 1ij is in L, (1)" zo dat

liminf/ fndp < o0,
X

n—oo

dan is liminf, o f, € L1 (M)Jr en

/ (lim inf fn> dp < lim inf/ frndp.
X n—oo n—oo X



(b) (5) Zij (fu)py een rij in Ly () zo dat [ |fn|dp < 1 voor alle n
enzij f: X — Rzodat f, — f pu-b.o. Laat zien dat f € L (1)
en dat [, |f]dp < 1.
Uitwerking. Uit [ |fu|dy < 1 voor alle n € N volgt dat
liminf, e [y [fn|dp < 1. Omdat |f| = lim |f,| = liminf, . | f3|
p-b.o., volgt nu uit het Lemma van Fatou dat |f| € Ly () (en
dus, f € Ly (1)) met

/|f|d,u / 11m1nf|fn|)d,u<hm1nf/|fn|d,u<1

(c) (5) Geef een voorbeeld van een rij (f,).-, en een functie f als in
(b) zo dat [, |fu|dp =1 voor alle n en [, |f]du < 1.

Uitwerking. Neem X = R met Lebesgue maat . Voor n € N,
definicer f, = nxjg /. Danis [ fudXA = 1 voor alle n. Echter,
fn — 0 A-b.o.

(d) (5) Zij (f,)>2, een1ij in Ly ()" en f € Ly ()" zo dat f, — f
p-b.o. en [y fudp — [, fdp als n — oo. Laat zien dat voor alle

E € A geldt dat
s [ fude = [ pa

n—oo

Uitwerking. Noem a, = [, fodp en b, = fX\E fndp, (n =
1,2,...). Uit het Lemma van Fatou volgt dat

n—oo n—oo

/ fdu <liminfa, en / fdp < liminf b,.
X\E

Nu is

A

/ fdp < liminfa, <limsupa,
E n—00 n—00
lim sup (a,, + b,,) + limsup (—b,)

n—oo n—oo

IN

lim sup (a, + b,) — liminf b,

n—0o0

lim fnd,u — hm mf by,

n—oo

< /deﬂ— X\Efd/L:[Efdu,

waaruit volgt dat f g fdp =liminf, . a, = limsup,,_,, a, en dus



4. Zij A de Lebesgue maat op de o-algebra A van alle Lebesgue-meetbare
deelverzamelingen van R. We noteren met S de half-ring van alle cellen
(a,b] (met a <bin R). Zij f € L; (R).

(a) (5) Laat zien: als (E, )~ eendisjuncterijisin Aen E = | J -, E,,

dan is
far=N " fd.
[rmn=3 [

Uitwerking. Noemen we F), = Ufi:l E, dan F}, T; E en dus

k A
XF, = 2me1XE, 1k Xg- Hieruit volgt dat fxz — fxg op R.
Omdat ‘ fx Fk‘ < |f| voor alle k volgt via de gedomineerde conver-
gentie stelling dat

/fd)\ = /fXEd/\: lim/fXde/\
E R k—oo JR

. k

R

SO (TS Sy (RS

We nemen nu aan dat | foo fdX\ = 0voor alle z € R. Bewijs de volgende
uitspraken.

(b) (4) Voor alle (a,b] € S is f(a o SAA = 0.
Uitwerking. Voor a < b in R is

/(ayb}fdA:/iofd/\—/;fd/\zo'

(c) (4) Voor iedere o-verzameling A (mbt. S) is [, fd\ = 0.
Uitwerking. Als A een o-verzameling is, dan kunnen we A schri-
jven als A = Uzo:l C, met C, € Sen C,NC,, = als n # m. Via
(a) en (b) volgt nu dat

/Afd)\: Zil /C fd\ = 0.

(d) (4) Als F C X en (4,),-, is een rij o-verzamelingen zo dat A, | F
(maw., F is een os-verzameling), dan is [, fdA = 0.



Uitwerking. Uit A, | F volgt dat x, |, Xp op R en dus
fxa, — fxr puntgewijs op R. Omdat |fXA,,L‘ < |f| voor alle n
en f € Ly (u), volgt via de gedomineerde convergentie stelling dat

/fd,u:/fXqu: lim/fXAndu: lim/ fdA.
F R n—oo Jp n—oo [ 4.

Uit (c) weten we dat [, fd\ = 0 voor allen. Derhalveis [, fdu =
0.

(e) (4) Als E € A, dan is [, fdA = 0 (welke stelling wordt er ge-
bruikt?).
Uitwerking. Zij F € A gegeven. Omdat de Lebesgue maat A
o-eindig is, bestaat er een os-verzameling F' (mbt. S) zodanig dat
E C Fen A(F\E) =0 (dit is een stelling die tijdens het college
is behandeld). Nu is

/FfdA:/Efd/\+/F\Efd/\:/Efd>\,

want fF\E fd\ =[x fxppde = 0 omdat fxpp = 0 A-b.o. Uit
(d) volgt dat [}, fd\ =0 en dus is ook [, fdA = 0.
(f) (4) Nu volgt dat f =0 A-b.o.

Uitwerking. Noem E, = {z € R: f(z) >0}. Omdat f een
Lebesgue meetbare functie is, volgt dat £, € A. Uit (e) volgt dat
fE+ fd\ = 0. Omdat f > 0 op E, volgt hieruit dat f = 0 A-b.o.
op E.. Derhalveis A ({xr e R: f(z) > 0}) =0.

Passen we ditzelfde argument toe op de functie —f, dan volgt

dat ook A({zr € R: f(2) < 0}) = 0. We mogen concluderen dat
f =0 A-b.o.



