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D i t tentamen bestaat uit vier opgaven. Met iedere opgave zi jn 25 punten te 

verdienen (in totaal dus 100 punten). De normering per onderdeel staat tussen 

haakjes aangegeven. Alle antwoorden dienen beargumenteerd te worden. 

1. Zij X ^ 0. 

(5) a. Geef de definitie van een metriek d op X. 

Zij nu {X, d) een metrische ruimte en zij {xn)'^=i een r i j in X. 

(5) b. Wanneer heet de r i j ( a 'n )^ ! convergent? 

(5) c. Wanneer heet (a;n)J^i een Cauchy-rij? 

(10) d. Neem aan dat {xn)n=i een Cauchy-rij is. Laat zien; als {xn)n=i een convergente deelrij 

heeft, dan is {xn)'^=i convergent. 

2. Zij [X, d) een metrische ruimte en C X . 

(4) a. Wat is een open overdekking van Al 

(4) b. Wanneer heet de deelverzamehng A compact? 

(7) c. Bewijs: als A compact is, dan is A gesloten. 

Zij nu {X, d) een compacte metrische ruimte. 

(10) d. Laat zien: als ƒ„ : X K (?2 = 1, 2, . . . ) continue functies z i jn zo dat fn{x) Xn O 

voor alle a; G X , dan fn^O uniform op X als n ^ oo. 

3. Zij B de Borel cr-algebra in R. 

(4) a. Laat zien dat [a, b) e B voor alle a < b i n R. 

Zij p : B -> [0,oo] een maat met f i ( E ) = 1 en definieer ƒ : M ^ [0,1] door f ( x ) = 

/ i ( ( - o o , a ; ) ) , X ER. 

(8) b. Laat zien: ƒ is stijgend, ƒ is links-continu, hniT;^_oo f i x ) = O en lima,_,oo f i x ) = 1-

Laat cS de half-ring van cellen [a, b), met a < 6 i n M, zi jn. We definiëren f i f . S [O, oo 

door fj.f([a,b)) = fib) - / ( a ) voor [a,b) G <S. 

(3) c. Laat zien dat / i / ( [ a , b)) = p{[a, b)) voor alle [a, b) E S (en dus is een maat op S). 

De coUectie van alle ^^ƒ-meetbare verzamehngen noteren we met A. 

(5) d. Bewijs dat B C A. 

(5) e. Leg u i t waarom piB) = p*fiB) voor alle B e B. 

Zie ook de volgende bladzijde. 
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4. Zij X de Lebesgue-maat op de cr-algebra A van alle Lebesgue-meetbare deelverzamelingen 
van R. 

a. Laat zien: als x G [0,1) en is een r i j in [O, 1) zo dat l i m „ ^ o o = x, dan 

X[o,^„) X[o,x) A-b.o. 

Zi j nu ƒ : [0,1) —> M Lebesgue-integreerbaar. Voor x G [0,1) definiëren we 

nx)= r f{t)dt= [ fit)dt. 

h. Bewijs dat F : [0,1) ^ M continu is. 

c. Laat zien: als F„ C [0,1) en F„ G A (?7. = 1, 2, . . . ) zo dat F„ | „ en X{F„) O, dan 

XF„ O A-b.o. 

d. Laat zien: als F„ C [0,1) en Fn G A (?Ï = 1, 2, . . . ) zo dat F„ | „ en A(F„) -> O, dan 

JF \f\ dA —)> O als n —> oo. 

e. Laat zien: als C [0,1) en En G A (?Ï = 1, 2, . . . ) zo dat X(E„) O, dan 

| / | d A O als n —> oo. {Aamuijzing: zo niet, dan is er een e > O en een deel-

r i j " ( ^ „ J , - i zo dat A ( K J < en J^^ \f\dX > e; beki jk nu F , = U.^it^^n,.) 
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