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1. Les 1.1 - Vectoren in Rn (par. 1.1 uit boek)

Vectoren. Vectoren worden weergegeven als v =

 a
b
c

.

Eigenschappen vectoren:

X Twee vectoren zijn gelijk als ze dezelfde lengte en richting hebben (het
aangrijpingspunt speelt geen rol).

X Een vector met als aangrijpingspunt de oorsprong, is in standaardpositie,
anders is deze getransleerd naar het aangrijppunt.

X De Euclidische ruimte Rn = de verzameling van alle vectoren in n.
(n=2 → platte vlak, n=3 → ruimte)

X Vectoren optellen:

 a1
b1
c1

+

 a2
b2
c2

 =

 a1 + a2
b1 + b2
c1 + c2


X Vectoren scalair vermenigvuldigen: cv = c

 v1
v2
v3

 =

 cv1
cv2
cv3


X De getallen in een vector worden kentallen genoemd, het aantal kentallen

n van een vector bepaald in welke Rn (= Euclidische n-ruimte) de vector
zich bevindt. Voor n > 3 bestaat er geen meetkundige interpretatie.

X Een vector met alle kentallen nul wordt een nulvector genoemd, genoteerd
met 0. Uit de context moet duidelijk zijn in welke Rn dez nulvector ligt,
en hoeveel kentallen hij dus heeft.

X De vectoren e1, e2, . . . , en zijn vectoren met op de ne plek een 1 en ver-
der alleen nullen (het aantal nullen is afhankelijk van de Rn waarin wordt
gewerkt).

X Een vector met lengte 1 wordt een eenheidsvector genoemd. De vectoren
e1, e2, . . . , en zijn hier voorbeelden van.

X Twee vectoren v = [v1, v2, . . . , vn]T en w = [w1, w2, . . . , wm]T zijn gelijk
als n = m en vi = wi voor i = 1, 2, . . . , n.

Lineaire combinaties. Een lineaire combinatie van één of meerdere vectoren
(bijv. v1, v2 en v3) is een vector v die als volgt kan worden opgebouwd:

v = c1v1 + c2v2 + c3v3

Hierbij zijn c1, c2 en c3 scalairen, deze vormen de gewichten/coëfficiënten van de
lineaire combinatie. Aangezien de coëfficiënten ook 0 kunnen zijn, is het ook moge-
lijk dat een vector een lineaire combinatie is van één andere vector (dus een scalair
veelvoud). Daarnaast betekent dit dat de nulvector een lineaire combinatie is van
elk mogelijk stel vectoren.
Standaardvragen bij lineaire combinaties:

� Is v een lineaire combinatie van v1,v2, . . . ,vk?
� Zo ja, op hoeveel manieren?
� Zo ja, geef er één.
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2 LINEAIRE ALGEBRA 1 - SAMENVATTING

� Bestaat er een vector in Rn die geen lineaire combinatie is van v1,v2, . . . ,vk?

Spannen. Een span (ook wel lineair omhulsel) van de vectoren v1,v2, . . . ,vk (alle-
maal uit één bepaalde Rn) bestaat uit alle lineaire combinaties van deze k vectoren.
Notatie: sp(v1,v2, . . . ,vk).
Eigenschappen van lineaire omhulsels:

X Een span bevat altijd de nulvector uit de juiste Rn.
X Een span bevat vectoren uit één bepaalde Rn, dus het is een deelverzameling

hiervan.
X Meestal vult een span niet heel Rn op, dus meestal bestaat er een vector in

Rn, die niet tot het span behoort.
X Als een span wel alle vectoren uit Rn bevat, is dit een opspannende verza-

meling voor Rn, ofwel de vectoren uit het span ’spannen heel Rn op’.
X De verzameling {e1, e2, . . . , en} is een voorbeeld van een opspannende ver-

zameling voor Rn. Deze is bijzonder, omdat iedere vector uit Rn maar op
één manier als lineaire combinatie van deze vectoren kan worden geschre-
ven. Daarom worden de vectoren e1, e2, . . . , en de standaardbasisvectoren
van Rn genoemd.

Standaardvragen bij lineaire omhulsels/spannen:

� Behoort v tot sp(v1,v2, . . . ,vk)?
� Is sp(v1,v2, . . . ,vk) = Rn? (Dus: spannen v1,v2, . . . ,vk heel Rn op?)
� Gegeven 2 spannen, bevatten deze dezelfde vectoren of niet? (Dus: zijn ze

gelijk of verschillend?)
� Kunnen we een vector uit sp(v1,v2, . . . ,vk) verwijderen zonder dat het

span verandert? (Dus: is één van de vectoren uit het span een lineaire
combinatie van de anderen?)

2. Les 1.2 - De norm en het standaard inwendig product (par. 1.2 uit
boek)

Lengte/norm. De lengte/norm ||v|| van een vector is als volgt te berekenen:

||v|| =
√
v21 + v22 + · · ·+ v2n.

Rekenregels voor de lengte:

â v = 0 ⇒ ||v|| = 0
â v 6= 0 ⇒ ||v|| > 0
â ||cv|| = |c| · ||v||
â ||v + w|| ≤ ||v||+ ||w|| (De driehoeksongelijkheid)

Verder kun je iedere vector v 6= 0 normaliseren, ofwel vervangen door de bijbeho-
rende eenheidsvector u. Deze eenheidsvector is de vector u met dezelfde richting
als v en lengte 1. De eenheidsvector u die bij een vector v hoort krijg je door de
volgende vergelijking op te lossen:

u =
1

||v||
v

Afstand. De afstand tussen vectoren kan als volgt worden uitgerekend:

d(v,w) = ||w − v|| = ||v −w||
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(Standaard) inwendig product. Het (standaard) inwendig product, ook wel dot
product, is v •w = v1w1 + v2w2 + · · ·+ vnwn. Let op: uv is iets anders, dit is niet
gedefinieerd!
Rekenregels voor het inwendig product:

â u • v = v • u
â (u + v) •w = u •w + v •w
â Dus u • (v + w) = u • v + u •w
â (cu) • v = c(u • v) = u • (cv)
â u = 0 ⇒ u • u = 0
â u 6= 0 ⇒ u • u > 0

Deze laatste 2 eigenschappen betekenen dat het inwendig product ’positief definiet’
is.

Verder zijn er nog een aantal regels waarin lengtes en inwendig product gecom-
bineerd worden:

â ||v|| =
√

v • v ofwel ||v||2 = v • v
â v •w = ||v|| · ||w|| · cos θ (met θ de hoek in [0, π] tussen twee vectoren)
â Deze definitie volgt uit de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz:
|v •w| ≤ ||v|| · ||w||

â Als 2 vectoren een hoek θ van 90 graden hebben, en dus loodrecht/orthogonaal
zijn, is het inwendig product van de 2 vectoren gelijk aan 0.
Dus v ⊥ w ⇐⇒ v •w = 0

3. Les 2.1 - Matrixalgebra (par. 1.2 uit boek)

Matrices. Een matrix is een rechthoekig getallenschema, met daarin kentallen/elementen.
Een matrix wordt genoteerd met een hoofdletter. Een m x n matrix (dus met m
rijen en n kolommen) ziet er als volgt uit:

A = [aij ] =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn


Eigenschappen matrices:

X Matrices worden dus beschreven als m x n matrix, met m rijen en n ko-
lommen.

X Het getal in de ie rij en je kolom van een matrix A noteren we als aij . De
hele matrix wordt dan genoteerd als A = [aij ]

X Je kunt een m x n matrix A beschouwen als vectoren a1,a2, . . . ,an in Rm.
Matrix A kan dus worden geschreven als A =

[
a1 a2 · · · an

]
.

X Twee matrices zijn gelijk als m en n van beide matrices en alle correspon-
derende kentallen gelijk zijn.

X Matrices optellen werkt op dezelfde manier als vectoren optellen, dus als
twee matrices dezelfde afmetingen hebben kunnen ze elementsgewijs worden
opgeteld (dus A+B = [aij + bij ]).

X Scalaire vermenigvuldiging werkt bij matrices ook hetzelfde als bij vectoren,
dus ieder kental wordt apart met c vermenigvuldigd (dus cA = [caij ]).

Rekenregels matrices:

â A+B = B +A
â (A+B) + C = A+ (B + C)
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â A+ 0 = A
â c(A+B) = cA+ cB
â (c+ d)A = cA+ dA
â c(dA) = (cd)A

Speciale matrices. Er zijn een aantal speciale matrices:

X Kolomvector: Een kolomvector uit Rn is een n x 1 matrix.
X Rijvector: Een rijvector met m kentallen is een 1 x m matrix.
X Nulmatrix O of Omxn: Een matrix waarvan alle kentallen nul zijn.
X Vierkante matrix: Een n x n matrix. De kentallen aij waarvoor i = j wor-

den de diagonaalelementen genoemd (dus de elementen op de (hoofd)diagonaal
van linksboven naar rechtsonder).

X Diagonaalmatrix: Een vierkante matrix waarbij aij = 0 als i 6= j (dus alle
kentallen zijn 0, behalve de diagonaalelementen).

X Eenheidsmatrix I of In: Een diagonaalmatrix waarbij alle diagonaalele-
menten 1 zijn.

X Bovendriehoeksmatrix: Een vierkante matrix met aij = 0 als i > j, dus
onder de hoofddiagonaal staan alleen maar nullen.

X Onderdriehoeksmatrix: Een vierkante matrix met aij = 0 als i < j, dus
boven de hoofddiagonaal staan alleen maar nullen.

X Symmetrische matrix: Een vierkante matrix met aij = aji voor alle i en j.

Matrixvermenigvuldiging. Twee matrices kunnen met elkaar worden vermenig-
vuldigd als het aantal kolommen van de eerste matrix (A) gelijk is aan het aantal
rijen van de tweede matrix (B). Ieder getal van het product C = AB is dan te
maken door voor elke cij het inwendig product van de ie rij van A met de je kolom
van B te berekenen. Als A een m x n matrix is en B een n x p matrix, is het
product C = AB een m x p matrix.
Als je een matrix A vermenigvuldigt met een vector, krijg je een lineaire combinatie
van de kolommen van A, met de kentallen van v als gewichten:

Av =
[
a1 a2 · · · an

]  v1
...
vn

 = v1a1 + v2a2 + · · ·+ vnan

Andersom is iedere vectorvergelijking dus te schrijven als een matrixvergelijking
van de vorm Ax = b.

Iets dergelijks kunnen we doen met vermenigvuldigingen van twee matrices. We
kunnen de matrix-kolom representatie geven van het product, waarbij elke kolom
van AB een lineaire combinatie is van de kolommen van A, met als gewichten de
kentallen van B:

AB = A
[
b1 b2 · · · bp

]
=
[
Ab1 Ab2 · · · Abp

]
En op weer dezelfde manier kunnen we de rij-matrix representatie geven, waarbij
de rijen van AB lineaire combinaties zijn van de rijen van B, met als gewichten de
kentallen van A.
Rekenregels matrixvermenigvuldiging:

â A(BC) = (AB)C (associativiteit)
â A(B + C) = AB +AC (linksditributiviteit)
â (A+B)C = AC +BC (rechtsdistributiviteit)
â c(AB) = (cA)B = A(cB)
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â ImA = A = AIn als A een m x n matrix is

De getransponeerde van een matrix. De getransponeerde van een matrix krijg
je door de 1e rij als 1e kolom te nemen, de 2e rij als 2e kolom, enz. Dus (AT )ij = Aji,
waarbij A een m x n matrix is en AT een n x m matrix.
Rekenregels getransponeerden:

â Matrix A is symmetrisch ⇐⇒ AT = A
â u • v = uTv
â (AT )T = A
â (A+B)T = AT +BT

â (cA)T = c(AT )
â (AB)T = BTAT

4. Les 2.2/3.1 - Oplossen van lineaire stelsels (par. 1.4 uit boek)

Lineaire stelsels. Een lineaire vergelijking is een vergelijking van de vorm
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b. Hierbij zijn de getallen a de cofficinten (bekend), b
de bekende term en de getallen x zijn de onbekenden. De oplossing is te schrijven

als een vector: x = [s1, s2, . . . , sn]
T

.
Een lineair stelsel is een stelsel met één of meerdere van deze lineaire vergelijkingen.
Een vector is een oplossing van zo’n stelsel als deze vector een oplossing is van alle
vergelijkingen van het stelsel. Alle oplossingen van een stelsel worden samen de
oplossingsverzameling genoemd (ook wel volledige/algemene oplossing).
Twee lineaire stelsels zijn equivalent als ze hetzelfde aantal vergelijkingen, hetzelfde
aantal onbekenden en dezelfde oplossingsverzameling hebben.

Oplossen van lineaire stelsels. Elementaire operaties zijn operaties die je altijd
mag uitvoeren op lineaire stelsels, zonder dat de oplossingen veranderen (dus als
je dit doet is het nieuwe stelsel equivalent met het oude). Dit zijn de elementaire
operaties:

X Twee vergelijkingen omwisselen.
X Een vergelijking vermenigvuldigen met een getal 6= 0.
X Bij een vergelijking een veelvoud van een andere vergelijking optellen.

Op deze manier kun je een lineair stelsel ’terugvegen’ tot een vorm waarin het stelsel
makkelijker op te lossen is. Ten eerste kun je het stelsel vegen tot echelonvorm. De
eigenschappen van een stelsel in echelonvorm zijn:

X Elke vergelijking mist minstens één van de eerste onbekenden van de ver-
gelijking ervoor (waardoor er een trapvorm ontstaat).

X In iedere vergelijking wordt de eerste coëfficiënt ongelijk aan nul de pivot
(of spil) van die rij genoemd.

X Ieder stelsel kan tot echelonvorm worden geveegd.
X De echelonvorm van een stelsel is niet uniek, bij ieder stelsel bestaan on-

eindig veel verschillende echelonvormen. De plekken van de pivots zijn wel
altijd hetzelfde.

X Als een stelsel in echelonvorm is geveegd, kun je bepalen hoeveel oplossingen
het stelsel heeft:

* Als er een vergelijking ontstaat waarbij alle coëfficiënten nul zijn, ter-
wijl het laatste getal (achter het ’=’-teken) ongelijk aan nul is, zijn er
geen oplossingen (het stelsel is dan inconsistent).
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* Als er niet zo’n vergelijking is, en er zijn vrije variabelen (onbekenden
zonder pivot), dan heeft het stelsel oneindig veel oplossingen.

* Als er geen nulvergelijking is en er ook geen vrije variabelen bestaan
(dus iedere onbekende heeft een pivot), heeft het stelsel precies één
oplossing.

X Eventueel kun je de oplossingen ook al zoeken door middel van terugsub-
stitutie, maar het is handiger om hiervoor door te vegen naar gereduceerde
echelonvorm.

Eigenschappen van een stelsel in gereduceerde echelonvorm:

X Het stelsel is in echelonvorm.
X Alle pivots zijn gelijk aan 1.
X Onbekenden met een pivot komen in slechts één vergelijking voor (dus onder

en boven de pivots zijn de coëfficiënten nul).
X De onbekenden zonder pivot zijn vrije variabelen, hierin kun je de andere

onbekenden uitdrukken.
X De gereduceerde echelonvorm van een stelsel is uniek.

Het is overzichtelijker en efficiënter om een lineair stelsel te representeren door een
matrix. Dit kan in 2 verschillende vormen:

X De coëfficiëntenmatrix, met hierin de coëfficiënten van de vergelijkingen van
het stelsel (dus de eerste kolom bestaat uit de coëfficiënten van x1 in iedere
vergelijking).

X De aangevulde matrix, waarin ook de constanten worden toegevoegd, meestal
achter een verticale streep (dus [ A | b ] voor de vergelijking Ax = b).

5. Les 3.2 - Inverteerbaarheid (par. 1.5 uit boek)

Definitie. Inverteerbaarheid van matrices is te definiëren door te kijken naar de
volgende punten:

X Een matrix is inverteerbaar als er een matrix C bestaat zodat AC = I en
CA = I. Hierbij is C de inverse van A.

X Zo’n matrix C is uniek, dus kunnen we spreken over dé inverse van A, die
met A−1 wordt genoteerd.

X Een inverteerbare matrix is altijd vierkant (en zijn inverse dus ook).
X Een vierkante matrix die niet inverteerbaar is, wordt een singuliere matrix

genoemd.
X Als een matrix (in echelonvorm) in elke rij en kolom een pivot heeft, is deze

matrix inverteerbaar (en andersom).

Rekenregels voor inverteerbaarheid:

â A is inverteerbaar ⇒ A−1 is inverteerbaar
â (A−1)−1 = A
â A is inverteerbaar ⇒ cA is inverteerbaar
â (cA)−1 = 1

cA
−1

â A en B zijn inverteerbaar ⇒ AB is inverteerbaar
â (AB)−1 = B−1A−1

â A is inverteerbaar ⇒ AT is inverteerbaar
â (AT )−1 = (A−1)T
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De inverse vinden. De inverse van een matrix A kan worden gevonden door de
aangevulde matrix [ A | I ] te vegen tot [ I | C ]. Als dit niet kan, omdat A niet in
iedere rij en kolom een pivot overhoudt, is A niet inverteerbaar. Als dit wel kan is
de gevonden matrix C (dus het deel achter de streep) de inverse van A.

6. Les 4.1 - (On)afhankelijkheid van vectoren (par. 2.1 uit boek)

Afhankelijkheid en onafhankelijkheid. sp{w1,w2, . . . ,wk} = sp{w1,w2, . . . ,wk−1}
als wk een lineaire combinatie is van de vectoren w1,w2, . . . ,wk−1. Dit betekent
dus dat wk uit de opspannende verzameling verwijderd kan worden zonder dat het
span verandert.
Zolang er in een span één of meerdere vectoren zitten die lineaire combinaties zijn
van de andere vectoren uit dit span, wordt dit een afhankelijk stel vectoren ge-
noemd, anders is het een onafhankelijk stel. Een span dat uit één vector bestaat,
is altijd onafhankelijk, behalve als deze vector de nulvector is.
Voor een onafhankelijk stel vectoren geldt altijd dat de vectorvergelijking x1w1 +
x2w2 + · · ·+ xkwk = 0 precies één oplossing heeft (namelijk xi = 0).
Een stel vectoren is altijd afhankelijk als:

X Het stel de nulvector bevat.
X Het stel m vectoren bevat in Rn, met m > n.
X Twee vectoren in het stel veelvouden van elkaar zijn.

7. Les 4.2 - Basis en dimensie (par 2.1 uit boek)

Basis. Een basis voor een lineair omhulsel W is een onafhankelijk stel vectoren dat
heel W opspant. Voor elke W bestaan er oneindig veel bases, wel bevatten deze
bases allemaal evenveel vectoren. Het stel {e1, e2, . . . , en} is de standaardbasis voor
Rn.
Het span {0} is afhankelijk, en dus geen basis. Uitdunnen geeft dat de lege verza-
meling {} een basis is voor {0}.

Checken of een stel vectoren afhankelijk is kan snel door de aangevulde matrix
[A|0] te vegen tot echelonvorm. Als een bepaalde kolom in geveegde vorm geen
pivot heeft, is deze kolom een lineaire combinatie van de andere kolommen. De
kolom die in de oorspronkelijke matrix op deze plek stond, is dan ook een lineaire
combinatie van de andere kolommen uit deze matrix, dus om een basis te maken
kan de bijbehorende vector uit het stel worden verwijderd. Uiteindelijk is het aantal
vectoren in de basis gelijk aan het aantal pivots in de geveegde matrix.

Dimensie. Zoals eerder gezegd bevatten verschillende bases voor een lineair om-
hulselW altijd evenveel vectoren. Dit aantal vectoren in een basis wordt de dimensie
van W genoemd. De dimensie van Rn is bijvoorbeeld n, de dimensie van {0} is 0.

8. Les 5.1 - Basiscontrole en deelruimten (par 2.1 en 1.6 uit boek)

Basiscontrole. Een stel vectoren S is een basis voor W in de volgende gevallen:

X W = Span S (dus de vectoren uit S spannen heel W op) en S is onafhan-
kelijk
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X S is onafhankelijk, alle vectoren uit S behoren tot W en het aantal vectoren
in S is gelijk aan dim W

X W = Span S (dus de vectoren uit S spannen heel W op) en het aantal
vectoren in S is gelijk aan dim W

Een andere eigenschap van een basis voor W is dat elke vector uit W op precies
één manier kan worden geschreven als lineaire combinatie van de vectoren uit deze
basis.

Deelruimten. Een deelverzameling W van Rn is een (lineaire) deelruimte van Rn
als elke mogelijke lineaire combinatie van de vectoren uit de deelverzameling weer
in de deelverzameling zit. Elk lineair omhulsel in Rn is dus een lineaire deelruimte
van Rn, en andersom is een deelruimte van Rn altijd een lineair omhulsel van eindig
veel vectoren.
Bijzondere deelruimten:

X Rn is zelf een deelruimte van Rn (R2 is geen deelruimte van R3)
X {0} is een deelruimte van Rn, deze wordt de nul-deelruimte van Rn genoemd
X Nulruimte van A (Nul A): oplossingsverzameling van het stelsel Ax = 0,

dus alle vectoren x waarvoor geldt Ax = 0.
X Kolomruimte van A (Col A): het lineair omhulsel van de kolommen van A,

dus Col A = {b ∈ Rm|Ax = b heeft een oplossing}.
X Rijruimte van A (Row A): het lineair omhulsel van de rijen van A (waarbij

de rijen worden getransponeerd naar kolommen). Hiervoor geldt Row A =
Col AT .

X Linkernulruimte van A = Nul AT

Voor een m x n matrix A zijn Row A en Nul A deelruimten van Rn en Col A en
Nul AT zijn deelruimten van Rm.

9. Les 5.2 - Vinden van basis en dimensie van deelruimten, beschrijven
van deelruimten, rang (par 1.6 en 2.2)

Vinden van basis en dimensie. Een basis van de nulruimte van een matrix is
te vinden door het stelsel A(x) = 0 op te lossen. De dimensie van deze basis weet
je al zodra de pivots bekend zijn, want dim(Nul(A))=aantal variabelen zonder pivot.

Een basis van de kolomruimte van een matrix is te maken met de kolommen die in de
echelonvorm van de matrix een pivot hebben. Er geldt dus ook dim(Col(A))=aantal
pivots van A.

Om een basis voor de rijruimte te vinden kun je de getransponeerde matrix AT

vegen en hieruit op dezelfde manier als bij de kolomruimte een basis bepalen, aan-
gezien Row(A)=Col(AT ). Een andere manier is de matrix A te vegen, hiervoor
kun je gebruiken dat voor een matrix A die tot B geveegd kan worden, geldt dat
Row(A)=Row(B). Hieruit kun je concluderen dat de niet-nulrijen van de echelon-
matrix een basis vormen voor de rijruimte.

Rekenregels rang en dimensie:

â Rank A = aantal pivots van A
â dim(Col A) = dim(Row A) = Rank A
â dim(Nul A) + Rank A = aantal kolommen van A = n
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â dim(Nul A) = Nullity(A)

10. Les 6.1/6.2 - Lineaire afbeeldingen (par 2.3 uit boek)

Lineaire afbeeldingen. Een functie f : A→ B verbindt elk element a uit A (het
domein) aan precies één element b uit B (het codomein). Dit element b wordt dan
genoteerd als f(a), dit heet ook wel het beeld van a onder f , met a als origineel.
Bij lineaire algebra gebruiken we lineaire afbeeldingen. Dit zijn functies T : Rn →
Rm die aan de volgende voorwaarden voldoen:

X T (0) = 0
X T (u + v) = T (u) + T (v) voor elke u en v uit Rn
X T (cv) = cT (v) voor elke v uit Rn en c uit R

Een hele makkelijke manier om aan te tonen dat een afbeelding niet lineair is, is
dus door aan te tonen dat T (0) 6= 0 (stelling van Judith).
Voorbeelden van lineaire afbeeldingen zijn:

X De nulafbeelding: N : Rn → Rm, N(x) = 0
X De identieke afbeelding: Id : Rn → Rm, Id(x) = x
X Matrixtransformatie: TA : Rn → Rm, TA(x) = Ax
X Spiegelingen in lijnen door de oorsprong (van R2 naar R2)
X Rotaties om de oorsprong (van R2 naar R2)
X Projecties op lijnen door de oorsprong (van R2 naar R2)

Matrixrepresentatie van lineaire afbeeldingen. Elke lineaire afbeelding T :
Rn → Rm is te behandelen als een matrixtransformatie. Er bestaat voor iedere
lineaire afbeelding namelijk precies één m x n matrix A waarvoor T (x) = Ax voor
alle x ∈ R. De kolommen van A zijn de beelden van de standaardbasisvectoren e1

t/m e2. Dus:

A = [ T (e1) T (e2) . . . T (en) ]

Deze matrix A wordt de standaardmatrix van de afbeelding genoemd.

Samenstellingen. Als T1 : Rn → Rm en T2 : Rm → Rk lineaire afbeeldingen zijn,
dan is de compositie T2 ◦ T1 : Rn → Rk ook lineair. Voor deze samenstelling geldt
dan T (x) = Cx, waarbij C = A2A1, dus de standaardmatrix van de compositie is
gelijk aan het matrixproduct van de standaardmatrices van de losse afbeeldingen.

Inverteerbaarheid. Een afbeelding f : A→ B is inverteerbaar als er een afbeel-
ding g : B → A bestaat zodat:

f ◦ g = IdB (de identieke afbeelding op B)

g ◦ f = IdA (de identieke afbeelding op A)

Hierbij is g de inverse van f (g is dus uniek). Daarnaast is f ook de inverse van g.
Voor een lineaire afbeelding T met standaardmatrix A geldt dan:

X Als T inverteerbaar is, dan is T−1 ook lineair
X T inverteerbaar ⇐⇒ A inverteerbaar
X De standaardmatrix van T−1 is A−1

X T is inverteerbaar als hij bijectief is
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Kern en beeld. De kern van een lineaire afbeelding T : Rn → Rm bestaat uit de
vectoren die door T op 0 worden afgebeeld, dus: Ker(T ) = {v ∈ Rn | T (v) = 0}.
Het bereik of beeld van T is de verzameling van alle beelden onder T , dus:
Im(T ) = T [Rn] = {T (v) | v ∈ Rn} = {w ∈ Rm | er is een v ∈ Rn met T (v) = w}.
Voor een lineaire afbeelding T : Rn → Rm met als standaardmatrix A, geldt:

â Ker(T ) = Nul A
â Im(T ) = Col A
â dim Ker(T ) + dim Im(T ) = n = dim(Domein van T )

11. Les 7.1 - Oppervlakte, volume en uitwendig product (par. 4.1 uit
boek)

Determinant. De determinant van de matrix A =

[
a1 b1
a2 b2

]
is:

det A =

∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a1 a1
b1 b2

∣∣∣∣ = a1b2 − a2b1.

De absolute waarde hiervan is de oppervlakte van een parallellogram dat wordt
bepaald door de vectoren a en b in R2.

Uitwendig product. Het uitwendig product van b =

b1b2
b3

 en c =

c1c2
c3

 is de

vector b x c =

∣∣∣∣b2 b3
c2 c3

∣∣∣∣ e1−
∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣ e2+

∣∣∣∣b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣ e3. Het uitwendig product bestaat

alleen in R3!
Eigenschappen van het uitwendig product:

X b x c staat loodrecht op zowel b als c
X De lengte ||b x c|| is gelijk aan de oppervlakte van het parallellogram (in

R3) dat wordt bepaald door b en c.
X Rechterhandregel: De richting van b x c is de richting van de duim van je

rechterhand als je vingers buigen van b naar c.

Rekenregels voor het uitwendig product:

â b x c = -(c x b)
â a x (b + c) = (a x b) + (a x c)
â a x (rb) = r(a x b) = (ra x b)
â b • (b x c) = 0 en c • (b x c) = 0
â a x (b x c) en (a x b) x c zijn niet per definitie hetzelfde

Het volume van een parallellepipedum dat bepaald wordt door a,b en c is als volgt
te berekenen: volume parallellepipedum = |a • (b x c)|.

Het getal a • (b x c) is de determinant van de matrix A =

 a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

.

Dus det A = a1

∣∣∣∣b2 b3
c2 c3

∣∣∣∣− a2 ∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣+ a3

∣∣∣∣b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣.
12. Les 7.2 - Determinanten (par. 4.2 en 4.3 uit boek)

Determinanten. Een belangrijke eigenschap van determinanten:
A is inverteerbaar ⇐⇒ det A 6= 0.
De (i, j) minor van A = Aij = de (n − 1) x (n − 1) matrix die ontstaat door de
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ie rij en je kolom van A te schrappen (hiervoor moet A een n x n matrix zijn met
n ≥ 2).
De determinant van een matrix A kan berekend worden door te ontwikkelen naar
een rij/kolom naar keuze. Dit gaat als volgt:
Ontwikkelen naar ie rij: det A = ±ai1detAi1 ± ai2detAi2 ± . . .± aindetAin.
Ontwikkelen naar je kolom: detA = ±a1jdetA1j ± a2jdetA2j ± . . .± anjdetAnj .
Bepalen of er + of - moet worden gebruikt kan met behulp van cofAij = (−1)i+jdetAij ,
maar er kan ook gebruik worden gemaakt van het schaakbordsysteem, waarbij links-
boven een + staat.
Het berekenen van de determinant kan sneller, door gebruik te maken van de vol-
gende regels:

X Als B uit A ontstaat door een veelvoud van een rij/kolom van A bij een
andere rij/kolom van A op te tellen, dan detB = detA.

X Als B ontstaat door twee rijen van A te verwisselen, dan detB = −detA.
X Als B uit A ontstaat door een rij van A met c te vermenigvuldigen, dan

detB = cdetA (of detA = 1
cdetB).

Verder is het handig om alleen te onwikkelen naar een rij of kolom als hierin veel
nullen staan.

Rekenregels voor determinanten:

â detAT =detA
â det(AB) = (detA) · (detB)
â A is inverteerbaar ⇐⇒ detA 6= 0
â Als A−1 bestaat, dan det(A−1) = 1

detA
â det(cA) = cndet(A)

13. Les 8.1 - Eigenwaarden en eigenvectoren (par. 5.1 en 5.2 uit boek)

Eigenwaarden en eigenvectoren. Een vector v 6= 0 heet een eigenvector van
de vierkante matrix A als er een waarde van λ bestaat waarvoor Av = λv. De
waarden van λ waarvoor dit geldt, zijn eigenwaarden van A. Eigenwaarden kunnen
(in tegenstelling tot eigenvectoren) 0 zijn.
Belangrijke stellingen bij eigenwaarden en eigenvectoren:

X De (oneindig vele) eigenvectoren bij eigenwaarde λ zijn alle niet-nul oplos-
singen van (A− λI)x = 0.

X Eigenwaarden kunnen niet-reëel zijn en eigenvectoren kunnen niet-reële
kentallen hebben, ook al is de matrix reëel.

X Als v een eigenvector is bij eigenwaarde λ, dan geldt Akv = λkv.
X Eigenvectoren bij verschillende eigenwaarden zijn onafhankelijk.
X Alle lineaire combinaties van de eigenvectoren bij één eigenwaarde zijn ook

eigenvectoren bij die eigenwaarde (behalve de nulvector).
X Een matrix in Rn heeft hierdoor maximaal n eigenwaarden.

Eigenruimten. Eλ = de eigenruimte van A bij de eigenwaarde λ. Dit zijn alle
oplossingen van de vergelijking Ax = λx, ofwel (A − λI)x = 0. De eigenruimte
bestaat dus eigenlijk uit alle eigenvectoren bij eigenwaarde λ, plus de nulvector.

Vinden van eigenwaarden. De eigenwaarden van een n x n matrix A zijn alle n
oplossingen van det(A−λI) = 0. Deze vergelijking wordt de karakteristieke vergelij-
king van A genoemd. Oplossen van deze vergelijking geeft een ne-graadspolynoom,
dit is het karakteristieke polynoom van A.
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Het kan zo zijn dat uit dit polynoom meerdere keren dezelfde oplossing komt (mul-
tipliciteiten) of dat er een complexe oplossing uitkomt. Zowel de multipliciteiten
als de complexe oplossingen moeten worden meegeteld om op n eigenwaarden uit
te komen.
Drie dingen die altijd moeten gelden voor de oplossingen van het karakteristiek
polynoom (dus voor de eigenwaarden):

X λ1 + λ2 + . . . + λn = a11 + a22 + . . . + ann = som van de getallen op de
diagonaal van A

X λ1 · λ2 · . . . · λn = detA = constante uit het karakteristiek polynoom (dus
het laatste getal, waarachter geen λ staat)

X Als een eigenwaarde van een reële matrix A het getal λ = a + bi is, is de
geconjugeerde a − bi ook een eigenwaarde. De bijbehorende eigenvectoren
zijn ook complex.

Multipliciteiten. Algebräısche multipliciteit van een eigenwaarde λ = am(λ) =
multipliciteit van λ als oplossing van de karakteristieke vergelijking (dus hoe vaak
λ een oplossing is).
Meetkundige multipliciteit van een eigenwaarde λ = mm(λ) = dimensie van de
eigenruimte Eλ.
Voor deze 2 soorten multipliciteiten geldt: 1 ≤ mm(λ) ≤ am(λ).

14. Les 8.2 - Berekenen van Akv (par. 5.2 en 5.3 uit boek)

Eigenbasis. Een eigenbasis bij A = een basis voor Rn die volledig uit eigenvecto-
ren van A bestaat. Om te checken of een eigenbasis bestaat, neem je de vereniging
van de bases van de eigenruimten van alle eigenwaarden bij A. Als deze vereniging
slechts reële vectoren bevat, is deze vereniging een onafhankelijke verzameling van
eigenvectoren van A. Als er precies n vectoren in de verzameling zitten, is deze
verzameling dus een eigenbasis.
In het kort kun je zeggen: Een eigenbasis voor Rn bestaat als en slechts als alle
eigenwaarden reëel zijn én voor elke eigenwaarde λ geldt dat am(λ) = mm(λ). Als
er niet-reële eigenwaarden bestaan, weet je dus al dat er geen eigenbasis bestaat.
Als er n verschillende reële eigenwaarden zijn, weet je juist meteen dat er een eigen-
basis bestaat. Als dit allebei niet het geval is, is het handig om de dimensies van
de eigenruimten te bepalen, aangezien deze gelijk zijn aan de meetkundige multi-
pliciteiten. De algebräısche multipliciteiten weet je zodra je de eigenwaarden hebt
bepaald.

Als er een eigenbasis bestaat bij de matrix A, dan is iedere vector v te maken
als lineaire combinatie van de vectoren uit deze eigenbasis, ofwel er bestaan c1 t/m
cn zo, dat v = c1b1 + . . .+ cnbn, waarbij de vectoren bi eigenvectoren van A zijn.
Hierdoor is Akv voor elke v als volgt te berekenen: Akv = c1λ

k
1b1 + . . .+ cnλ

k
nbn.

15. Les 9.1 - Diagonaliseerbaarheid (par. 5.2 uit boek)

Diagonaliseerbaarheid. Als er een eigenbasis bestaat voor de matrix A, kan A
worden geschreven als A = PDP−1, waarbij D een diagonaalmatrix is en P een
inverteerbare matrix. Deze schrijfwijze van A wordt een decompositie/ontbinding
van A genoemd.
Als er zo’n decompositie van A bestaat, is de matrix A diagonaliseerbaar (dit is dus
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zo als A n onafhankelijke eigenvectoren heeft, dus als voor elke eigenwaarde λ geldt
dat am(λ)=mm(λ)). Als zowel A als P en D reëel zijn, is A reëel diagonaliseerbaar.
Alle n (onafhankelijke) eigenvectoren zijn dan dus reëel.
Als een matrix niet diagonaliseerbaar is, wordt deze matrix defect genoemd.

Decompositie vinden. Voor de decompositie A = PDP−1 van een matrix A
geldt (zowel voor complexe als voor reële gevallen):

X De kolommen van P vormen een eigenbasis
X Het kental dii op de diagonaal van D is de eigenwaarde van A, die hoort

bij de eigenvector in de ie kolom van P .

De matrices P en D zijn dus niet uniek.
Als A diagonaliseerbaar is, en er dus een P en D bestaan waarvoor A = PDP−1,
dan geldt Ak = PDkP−1. Op deze manier is Ak makkelijk te berekenen, aangezien
de kentallen op de diagonaal van D gewoon tot de macht k moeten worden gedaan
om Dk te krijgen.

Symmetrische matrix. Iedere reële symmetrische matrix is reëel diagonaliseer-
baar. Bij iedere symmetrische n x n matrix bestaat er dus een eigenbasis voor Rn,
ofwel de matrix heeft n eigenwaarden, waarbij voor iedere eigenwaarde geldt dat
am(λ)=mmλ).

Gelijkvormige matrices. Twee vierkante matrices A en B zijn gelijkvormig als
er een inverteerbare matrix P bestaat zodat A = PBP−1 (ofwel B = P−1AP ).
Gelijkvormige matrices hebben hetzelfde karakteristiek polynoom en dus dezelfde
eigenwaarden.

16. Les 9.2 - Orthogonale projecties (par. 6.1 uit boek)

Orthogonale projectie. Stel b ∈ Rn en W ⊆ Rn. De vector bW is een orthogo-
nale projectie van b op W als:

X bW in W ligt
X b− bW loodrecht op W staat, dat wil zeggen dat b− bW loodrecht staat

op elke vector uit W

Als W het span van één vector is, en die vector is niet de nulvector, spreken we
van de orthogonale projectie van b op (de lijn door 0 en) v. In deze situatie is de
orthogonale projectie gemakkelijk te berekenen: bW = b•v

v•vv.

Orthogonale complement. Het orthogonale complement W⊥ is de verzameling
van alle vectoren uit Rn die loodrecht op W staan. Als W ⊆ Rn, dan geldt ook dat
W⊥ ⊆ Rn.
Voor een deelruimte W = sp{v1, . . . ,vp} van Rn geldt:

X W⊥ is de nulruimte van de matrix die v1, . . . ,vp als rijen heeft (dus als
W = Row A, dan W⊥ = Nul A, ofwel (Row A)⊥ = Nul A)

X dim W + dim W⊥ = n
X (W⊥)⊥ = W
X De enige vector die zowel in W als in W⊥ ligt, is de nulvector
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Ontbinden in loodrechte componenten. Voor iedere vector b ∈ Rn en deel-
ruimte W van Rn bestaat er een unieke orthogonale projectie bW . Dit wil zeggen
dat b te ontbinden is als b = bW + bW⊥ met b ∈ W en bW⊥ ∈ W⊥. Hierbij is
bW⊥ = b − bW . De vector bW wordt de component van b langs W genoemd en
bW⊥ de component van b loodrecht op W .
Voor de afstand van b tot W wordt altijd de kortst mogelijke afstand gebruikt, dit
is ||b− bW ||. Dus voor elke w ∈W met w 6= bW geldt ||b− bW || < ||b−w||.

17. Les 10.1 - Orthogonale verzamelingen en Gram-Schmidt (par. 6.2
uit boek)

Orthogonale verzameling = verzameling in Rn waarin alle vectoren loodrecht op
elkaar staan.
Orthonormale verzameling = orthogonale verzameling waarbij alle vectoren lengte
1 hebben.
Als de nulvector niet in een orthogonale verzameling S = {v1,v2, . . . ,vp} zit, is
deze verzameling onafhankelijk. Voor elke vector y ∈ Span S geldt dan:

y =
y • v1

v1 • v1
v1 + . . .+

y • vp
vp • vp

vp

Orthogonale basis. Als een orthogonale/orthonormale verzameling {v1, . . . ,vk}
een basis voor W vormt, is dit een orthogonale/orthonormale basis voor W . Hier-
mee is voor iedere b ∈ Rn gemakkelijk de orthogonale projectie op W te berekenen:

bW =
b • v1

v1 • v1
v1 + . . .+

b • vk
vk • vk

vk

Zo’n orthogonale basis bestaat voor elke deelruimte W 6= {0} van Rn, maar om
deze te vinden moet een heel proces worden doorlopen, namelijk het Gram-Schmidt
orthogonaliseringsproces. Hiervoor moet begonnen worden met een willekeurige
basis {b1, . . . ,bp} voor W , er geldt dan:

v1 = b1

v2 = b2 −
b2 • v1

v1 • v1
v1

...

vp = bp −
bp • v1

v1 • v1
v1 −

bp • v2

v2 • v2
v2 − . . .−

bp • vp−1
vp−1 • vp−1

vp−1

De vectoren v1 t/m vp vormen nu een orthogonale basis voor W , als je ze allemaal
normaliseert komt er een orthonormale basis voor W uit.
Als er uit dit proces een nulvector komt voor een vector vi, dan was de bijbeho-
rende vector bi een lineaire combinatie van de andere vectoren uit de basis, dus
moet deze weg worden gelaten.
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18. Les 10.2 - Orthogonale matrices (par. 6.3 uit boek)

De matrix ATA. Voor iedere matrixA geldt: ATA =


a1 • a1 a1 • a2 · · · a1 • ak
a2 • a1 a2 • a2 · · · a2 • ak

...
...

...
ak • a1 ak • a2 · · · ak • ak

.

Hiervoor geldt:

X ATA is een diagonaalmatrix ⇐⇒ A heeft orthogonale kolommen
X ATA = I ⇐⇒ A heeft orthonormale kolommen

Let op: ATA = I betekent niet per se dat A inverteerbaar is, A hoeft namelijk niet
vierkant te zijn.
Als ATA = I en A is vierkant, dan wordt A een orthogonale matrix genoemd (heeft
dus orthonormale kolommen!). In dit geval is A inverteerbaar, en voor de inverse
geldt A−1 = AT .

Orthogonale matrices. Voor een vierkante matrix A geldt:

A is een orthogonale matrix (dus ATA = I)

⇐⇒ A is inverteerbaar en A−1 = AT

⇐⇒ De kolommen van A zijn orthonormaal (en vormen een orthonormale basis voor Rn)

⇐⇒ AT is een orthogonale matrix

⇐⇒ De rijen van A zijn orthonormaal (en vormen een orthonormale basis voor Rn)

Rekenregels met een orthogonale matrix A en vectoren x en y in Rn:

â Ax •Ay = x • y
â ||Ax|| = ||x||
â De hoek tussen Ax en Ay is gelijk aan de hoek tussen x en y

19. Les 11.1 - QR-ontbinding en orthogonale diagonaliseerbaarheid
(par. 6.2 en 6.3 uit boek)

QR-ontbinding. Een n x k matrix A met onafhankelijke kolommen kan ontbon-
den worden in de vorm A = QR.
De matrix Q is ook een n x k matrix, de kolommen hiervan zijn orthonormaal.
Ze worden gevonden door Gram-Schmidt toe te passen op A en de resultaten te
normaliseren.
R is een k x k bovendriehoeksmatrix die wordt gevonden met behulp van R = QTA.

Orthogonale diagonaliseerbaarheid. Elke symmetrische matrix is orthogonaal
diagonaliseerbaar, ofwel er bestaan een diagonaalmatrix D en een orthogonale ma-
trix Q zo dat A = QDQ−1 = QDQT . Er geldt dus:
A is orthogonaal diagonaliseerbaar ⇐⇒ A is symmetrisch.

Hieruit volgt dat eigenvectoren bij verschillende eigenwaarden van een symmetri-
sche matrix niet alleen onafhankelijk, maar ook orthogonaal zijn.

20. Les 11.2 - De kleinste kwadraten methode en projectiematrices
(par. 6.4 en 6.5 uit boek)

Kleinste kwadraten. Als een stelsel Ax = b geen oplossingen heeft door meet-
fouten in A en b, kun je een kleinste kwadraten oplossing x̂ zoeken. Dit is de vector
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waarvoor Ax̂ zo dicht mogelijk bij b ligt. Dit is het geval wanneer Ax̂ de orthogo-
nale projectie van b op Col(A) is, dus moet gelden Ax̂ ∈ Col A en b − Ax̂ ∈ Col
A⊥. (Andersom kun je dus met Ax̂ = bCol(A) een orthogonale projectie berekenen
als je een kleinste kwadraten oplossing hebt). Een stelsel heeft altijd minstens één
kleinste kwadraten oplossing, maar dit kunnen er ook oneindig veel zijn.
Hieruit volgt dat de kleinste kwadraten oplossing(en) precies de oplosing(en) is/zijn
van het stelsel ATAx = ATb. De lineaire vergelijkingen van dit stelsel worden de
normale vergelijkingen van het stelsel genoemd.
De afstand van Ax̂ tot b is zo klein mogelijk, dus geldt er ||Ax̂− b|| ≤ ||Ax− b||
voor alle x ∈ Rn. De afstand tussen Ax̂ en b (dus ||Ax̂ − b||) wordt de kleinste
kwadraten fout genoemd.

Als er A onafhankelijke kolommen heeft, bestaat er een QR-ontbinding van A.
De kleinste kwadratenoplossing kan dan gevonden worden door de vergelijking
Rx = QTb op te lossen, en dit is makkelijk, doordat R een bovendriehoeksma-
trix is.

Eén oplossing. Er geldt altijd:

Ax = b heeft één kleinste kwadraten oplossing

⇐⇒ ATA is inverteerbaar

⇐⇒ A heeft onafhankelijke kolommen

De kleinste kwadraten oplossing is in dit geval te vinden met de formule x̂ =
(ATA)−1ATb en de projectie van b op ColA is dan bCol(A) = Ax̂ = A(ATA)−1ATb.

Projectiematrices. Als je meerdere orthogonale projecties op dezelfde deelruimte
W wilt berekenen, kun je een basis voor W zoeken, en de vectoren hieruit in de ko-
lommen van een matrix A zetten. Vervolgens kun je de matrix P = A(ATA)−1AT

gebruiken. Er geldt namelijk voor alle vectoren b dat bW = Pb. De matrix P is
dan de standaardmatrix van orthogonale projectie op W = Col(A). Zo’n matrix P
wordt een projectiematrix genoemd. Een projectiematrix is altijd symmetrisch en
idempotent (dus P 2 = P ).
Andersom geldt dat als P een symmetrische idempotente matrix is, dat dit dan ook
een projectiematrix voor Col P is.

Als er een orthonormale basis wordt gebruikt voor W , geldt ATA = I, dus is
P dan erg gemakkelijk te berekenen: P = AAT .

21. Les 12.1 - Vectorruimten (par. 3.1 uit boek)

Eisen vectorruimte. De elementen van een verzameling V mogen vectoren ge-
noemd worden, als de verzameling niet leeg is en lineaire combinaties van de elemen-
ten ook weer in de verzameling zitten (dus V moet gesloten zijn onder optelling en
onder scalaire vermenigvuldiging). Verder moeten de elementen uit de verzameling
voldoen aan de volgende rekeneisen voor vectorruimten:

â u + v = v + u
â (u + v) + w = u + (v + w)
â Er is een element e in V met de eigenschap dat e + v = v voor alle v ∈ V

(de nulvector ofwel 0)
â Bij ieder element v ∈ V bestaat een element w in V zo dat v + w = e (de

tegengestelde van v ofwel −v)
â c(dv) = (cd)v
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â 1v = v
â (c+ d)v = cv + dv
â c(v + w) = cv + cw

Voorbeelden van reële vectorruimten:

X De pijltjes in het platte vlak of de ruimte
X De verzameling Rn van kolommen met n reële kentallen
X De verzameling Mm,n(R) van alle reële m x n matrices
X De verzameling P (R) van polynomen
X De verzameling R∞ van alle oneindige reële rijtjes
X De verzameling F (D,R) van alle functies van een vast domein D naar R
X De verzameling P∞(R) van formele machtreeksen met reële coëfficiënten

(formeel omdat we ons niet om convergentie bekommeren)

Natuurlijk bestaan vergelijkbare vectorruimten ook in C.

Rekenregels voor vectorruimten V over L (dus over R of C):

â De nulvector is uniek
â Elke vector heeft precies één tegengestelde
â Voor elke vector v uit V geldt −(−v) = v
â Voor elk drietal vectoren v,x en y uit V geldt: uit v + x = v + y volgt

x = y
â 0v = 0
â c0 = 0
â (−1) · v = −v
â cv = 0 =⇒ c = 0 of v = 0

Sommige vectorruimten kunnen oneindig groot zijn, waardoor ze opgespannen wor-
den door een oneindig aantal vectoren. Er kunnen echter niet oneindig veel vectoren
worden opgeteld, dus er bestaan geen oneindige lineaire combinaties. De uitdun-
ningsstelling is dus ook vaak niet nuttig voor oneindig grote spannen, omdat er
altijd weer vectoren kunnen worden verwijderd uit het span, zonder dat het span
onafhankelijk wordt.

22. Les 12.2 - Deelruimten (par. 3.2 uit boek)

Deelruimte. Een deelverzameling W van een vectorruimte V over L is een deel-
ruimte van V als W zelf ook een vectorruimte is, dus als:

â W de nulvector van V bevat
â W gesloten is onder optelling
â W gesloten is onder scalaire vermenigvuldiging

De acht rekeneisen hoeven niet meer nagegaan te worden, die gelden namelijk altijd
voor deelverzamelingen van vectorruimten.

Elke span van vectoren uit V is een deelruimte van V , en andersom is elke deel-
ruimte van V een span van vectoren uit V . Iedere vectorruimte V bevat dus in
ieder geval de deelruimten {0} (de nulvectorruimte) en V zelf.
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23. Les 13.1 - Basis en dimensie (par. 3.2 en 3.3 uit boek)

Afhankelijkheid. Een oneindig groot span is afhankelijk als tenminste één van de
vectoren uit het span een lineaire combinatie is van eindig veel andere vectoren uit
S. S is dus onafhankelijk als elk eindig stel vectoren uit S onafhankelijk is.
Een oneindige verzameling vectoren B is dus nog steeds een basis voor een vector-
ruimte V als V = sp(B) en B onafhankelijk is, alleen is het nu lastiger te bepalen
wanneer dit het geval is. Als B niet leeg is, zijn er zelfs altijd oneindig veel bases
te vinden.
Er is wel aangetoond dat oneindig grote vectorruimten altijd een basis hebben,
maar deze zijn meestal niet te vinden/op te schrijven.

Dimensie. Een vectorruimte V die eindig voortgebracht is, wordt ook wel eindig-
dimensionaal genoemd. Een oneindig grote vectorruimte is oneindig-dimensionaal.
Een paar voorbeelden van dimensies:

X De dimensie van {0} is 0
X De dimensie van Ln als vectorruimte over L is n
X De dimensie van Cn als vectorruimte over R is 2n
X De dimensie van Pn(L) is n+ 1
X De dimensie van Mmxn(L) als vectorruimte over L is mn
X Voor een m x n matrix A met r pivots geldt dim Col(A) = dim Row(A) = r

en dim Nul(A) = n− r (hierin is r de rang van A)

Coördinatisering. Als B = (b1,b2, . . . ,bn) een basis is voor V , bestaat er voor
iedere v ∈ V een uniek stel getallen c zodat v = c1b1 + c2b2 + . . . + cnbn. Deze
getallen c worden de coördinaten van v ten opzichte van de basis B genoemd, ze
worden weergegeven in een kolomvector: [v]B = [c1, c2, . . . , cn]T . Deze vector [v]B
heet de coördinatisering van v ten opzichte van basis B.
Dit kan eigenlijk worden gedefinieerd als een afbeelding van V naar Ln: een
coördinaatafbeelding. Deze afbeelding is bijectief en lineair.

24. Les 13.2 - Lineaire afbeeldingen (par. 3.4 uit boek)

Isomorfie. Twee vectorruimten U en V zijn isomorf als er een inverteerbare line-
aire afbeelding T : U → V bestaat. Zo’n afbeelding heet dan een isomorfisme. Een
voorbeeld van een isomorfisme is een coördinaatafbeelding.
Isomorfe vectorruimten hebben dezelfde structuur, dus eigenschappen die in de ene
ruimte gelden, gelden in de andere ook.

Kern en beeld. Voor een lineaire afbeelding T : U → V geldt:

X De kern bestaat uit de vectoren u ∈ U waarvoor T (u) = 0, dus:
Ker(T ) = {u ∈ U |T (u) = 0}.

X Het beeld bestaat uit alle beelden onder T , dus:
Im(T ) = T [U ] = {T (u)|u ∈ U} = {v ∈ V | er is een u ∈ U met T (u) = v}

X Ker(T ) is een deelruimte van U
X Im(T ) is een deelruimte van V
X Als U eindig dimensionaal is, dan geldt:

dim Ker(T ) + dim Im(T ) = dim U .

.
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25. Les 14.1/14.2 - Basistransformaties (par. 7.1 en 7.2 uit boek)

Matrixrepresentaties. Bij iedere lineaire afbeelding T : Ln → Lm bestaat er een
m x n matrix A zodat T (x) = Ax. De matrix A bestaat uit de beelden van de
standaardbasisvectoren e1 t/m en : A = [ T (e1) T (e2) · · · T (en) ].
Elke lineaire afbeelding is dus eigenlijk een matrixtransformatie, en de matrix die
erbij hoort wordt de standaardmatrix van de afbeelding T genoemd.
Voor lineaire afbeeldingen T : U → V (met U eindig dimensionaal), waarbij B =
(u1, . . . ,un) een basis is voor U en C = (v1, . . . ,vm) een basis voor V , kan de
standaardmatrix als volgt worden berekend:

A = [ [T (u1)]C [T (u2)]C · · · [T (un)]C ] = [T ]C←B

Er geldt dan voor elke u ∈ U :

[T (u)]C = A[u]B


