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Gelijkvormig/congruent: A = PTBP
Gelijksoortig/similar: A = P~1BP
(P in beide gevallen inverteerbaar)

1. REVIEW OF EIGENVALUES, EIGENVECTORS AND CHARACTERISTIC
POLYNOMIAL

1.1. Complementaire deelruimten. De deelruimtes U, W C V zijn complemen-
taire ruimtes als U en W V opspannen en U N W = {0}. Als dit het geval is, geldt
dim U 4+ dim W = dim V.

1.2. Kern en beeld. De kern van een afbeelding f: V — W is ker f = f~1(0)
(alles wat op 0 wordt afgebeeld). Het beeld van een afbeelding f: V — W is
im f= f(V).

Stelling: Als f: V — W lineair is, dan geldt: dim ker f + dim im f = dim V.

1.3. Matrices. Bij een lineaire afbeelding f4: F™ — F™ hoort een n x n-matrix
A. Hiervoor geldt:

e ker fy = ker A = orthogonaal complement van rijruimte
e im f4 = im A = kolomruimte
e dim ker A + dim Row A = dim R™" =n
Stelling: f4 is injectief <= ker f4 = {0}
Stelling: det A = 0 <= f4 is niet injectief <= f4 is geen isomorfisme

1.4. Multipliciteit. Er geldt altijd: meetkundige multipliciteit < algebraische
multipliciteit. Daarnaast is de som van de algebraische multipliciteiten altijd gelijk
aan de dimensie van de vectorruimte V.

1.5. Diagonaliseerbaar. Het endomorfisme f: V' — V is diagonaliseerbaar als er
een basis van V bestaat die uit eigenvectoren van f bestaat. De matrix bij f ten
opzichte van deze eigenbasis is dan een diagonaalmatrix, met de eigenwaarden op
de diagonaal.

Als V € F™ dan kan een n x n-matrix A worden geidentificeerd met f. Deze
matrix A is diagonaliseerbaar dan en slechts dan als:

o Er een inverteerbare matrix P bestaat zodat P~' AP een diagonaalmatrix
is.
e De som van de meetkundige multipliciteiten van de eigenwaarden gelijk is
aan de dimensie van de ruimte.
e Het karakteristiek polynoom een product van lineaire factoren is.
1
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e Voor elke eigenwaarde geldt dat de meetkundige multipliciteit en de alge-
braische multipliciteit gelijk zijn.

2. THE CAYLEY-HAMILTON THEOREM AND THE MINIMAL POLYNOMIAL

2.1. Karakteristiek polynoom. Het karakteristiek polynoom van twee gelijk-
soortige matrices (matrices A en B waarvoor A = PBP™!) is hetzelfde.
Stelling van Cayley-Hamilton: A € Mat(n, F') = P4(A) =0

2.2. Minimumpolynoom. Het minimumpolynoom M4 van een matrix A (of en-
domorfisme f4) is het monische polynoom met zo laag mogelijke graad, waarvoor
A een nulpunt is (dus M4(A) = 0). Teder polynoom p waarvoor geldt p(A) = 0 is
daarbij deelbaar door M4 (dus het karakteristiek polynoom is altijd deelbaar door
het minimumpolynoom).

Propositie: Voor A € Mat(n, F') en A € F geldt: als A een nulpunt van het karak-
teristiek polynoom van A is, dan is het ook een nulpunt van het minimumpolynoom
van A. Beide polynomen hebben dus dezelfde lineaire factoren.

Propositie: Voor A € Mat(n, F) geldt: A is diagonaliseerbaar <= M, is een
product van verschillende monische lineaire factoren.

3. THE STRUCTURE OF NILPOTENT ENDOMORPHISMS

3.1. Nilpotent. Een matrix A € Mat(n, F') is nilpotent als A™ = 0 voor een
m > 1. Het minimumpolynoom My is dan van de vorm z™ (waarbij m het laagste
getal is waarvoor A™ = 0), en Pa(x) = z™.

Stelling: Een nilpotente matrix A is diagonaliseerbaar <= A = 0.

Stelling: Laat V een F-vectorruimte zijn met dimensie n en laat f: V — V een
nilpotent endomorfisme zijn. Dan heeft V' een basis v1,vs, ..., v, zodat f(v;) 6f 0

of Vj41 is.
De matrix A = (a;;) bij f ten opzichte van vy, ...,v1 is dan een blokdiagonale ma-
Bulo|..| o 001 0
0 | By | - 0
trix: A = . . . met B; = oo T
: : . : 000 - 1
O 10 - Bok 000 - 0

Gevolg: Elke nilpotente matrix is gelijksoortig met een blokdiagonale matrix van
de vorm hierboven, ofwel voor iedere nilpotente matrix B bestaat er een inverteer-
bare matrix C zodat C~1BC = A, voor A zoals hierboven.

4. DIRECT SUMS OF SUBSPACES

4.1. Directe som van deelruimtes. Als V' een vectorruimte is en U; C V' (voor
i € I) zijn lineaire deelruimten, dan zijn de volgende uitspraken equivalent:
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e Elke v € V kan uniek worden geschreven als v = Y u; met u; € U; voor
iel
alle i € I (waarbij slechts eindig veel vectoren u; ongelijk aan 0 zijn).
e YU =VenvoorallejelgeldtU;Nn > U;={0}.
iel i€I\{j}
e Als B; een basis is voor U; (voor ¢ € I), dan zijn de verschillende B;

paarsgewijs disjunct en is |J B; een basis voor V.
i€l
e 1/ is de directe som van de deelruimten U;. Dit wordt genoteerd als

V=@QU,ofalsV=U0Us @ ... &V, (waarbij I = {1,2,...,n}).
iel

4.2. Directe som van endomorfismen. Laat V' een vectorruimte zijn met line-
aire deelruimten U; (i € T) zodat V = @@ Uj; en laat f;: U; — U; een endomorfisme
i€l
zijn voor iedere ¢ € I. Dan bestaat er een uniek endomorfisme f: V — V zodat
flu, = fi voor elke i € I. Hierbij wordt f de directe som van de f; genoemd (dus
f=@ fi)
iel
Opmerking: Als V eindig-dimensionaal is en B een basis voor V is die de ver-
eniging van bases B; van U; is, dan is de matrix bij f ten opzichte van B een
blokdiagonale matrix, met als blokken de matrixen bij de f; ten opzichte van de
B;.
Lemma: Er bestaan endomorfismen f;: U; — U; voori € I zodat f = @ f; <= U;
il
is invariant onder f (of f-invariant), ofwel f(U;) C U;.
Propositie: Laat V' een vectorruimte zijn en f: V — V een endomorfisme. Laat
p(x) = p1(z)p2(z) - - - pr(x) een polynoom zijn zodat p(f) = 0 en zodat de factoren
pi(x) paarsgewijs copriem zijn (dus er bestaan polynomen a;(x) en as(z) zodat
a1 (z)p1(z) + az(x)p2(x) = 1). Laat U; = ker(p;(f)). Dan geldt V=U; & ... Uy,
en dan zijn de U; f-invariant. Hierbij geldt f = f; @ ... @ f, waarbij f; = flu,.

5. THE JORDAN NORMAL FORM THEOREM

5.1. Coprieme polynomen. Als p(x) een polynoom (over F) is en voor A € F
geldt p(A) # 0, dan zijn (x — A)™ en p(x) copriem voor elke m > 1.

Stelling: Laat V een eindig-dimensionale vectorruimte zijn en laat f: V — V een
endomorfisme zijn, waarvan het karakteristiek polynoom een product van lineaire
factoren is: Py(z) = (x — A1) -+ (z — A\,)™*, waar de \; verschillend zijn. Dan
geldt voor U; = ker(f — A idy )™ (de gegeneraliseerde )j-eigenruimte van f)
dt V=U1 - pU,.

5.2. Stelling Jordan-Normaalvorm. Als f: V — V (met V eindig-dimensionaal)
een endomorfisme is waarvoor Pr(x) = (x—A1)™* - - - (x —Ag)™", dan bestaat er een
basis van V', ten opzichte waarvan de matrix bij f een blokdiagonaalmatrix is met
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A1 0 0 0
0 XA 1 0 0
00 X -~ 00
blokken van de vorm B(A,m) = | . . . | .. | € Mat(F,m), waarbij
o 0 0 --- X1
000 --- 0 X

A e {)\17 . )\k}

Gevolg: Voor zo’n endomorfisme f: V — V geldt dat f uniek kan worden geschre-
ven als f = d + n, met endomorfismen d en n van V', zodat d diagonaliseerbaar is,
n nilpotent is en d en n commuteren (dus don = nod).

5.3. Zwakkere vorm reéle Jordan-Normaalvorm. Voor een endomorfisme f:
V — V met V reéel en eindig-dimensionaal geldt dat er een basis van V bestaat
ten opzichte waarvan de matrix bij f een blokdiagonaalmatrix is met blokken van
de vorm B(A,m) en van de vorm:

A —p 10 0 0 0 ©
o A 0 1 0 0 0 ©
0 0 X —pu 0O 0 0 O
0 0 u A 0O 0 0 O
B'(A\p,m) =] : : ; ol ; : : € Mat(R, m).
0O 0 0 O A —p 10
0 0 0 O woA 0 1
0O 0 0 O 0 0 X —u
0 0 0 0 0 0 pu X

Hierbij geldt p > 0. Deze blokken komen voor als Py deelbaar is door 2% — 2\z +
A2+ 2.

5.4. Simultane diagonaliseerbaarheid. Als endomorfismen f,..., fx: V — V
met V eindig-dimensionaal in paren commuteren, dan zijn fi, ..., fr simultaan dia-
gonaliseerbaar, dus er bestaat een basis van V' van vectoren die eigenvectoren zijn
voor alle f;. Elke lineaire combinatie van deze endomorfismen is dan ook weer dia-
gonaliseerbaar.

6. THE DUAL VECTOR SPACE

6.1. Duale vectorruimte. Een lineaire vorm op een F-vectorruimte V is een
lineaire afbeelding ¢: V' — F. De duale vectorruimte van V' is V* = Hom(V, F),
dit zijn alle lineaire vormen op V. Als V eindig-dimensionaal is, geldt dim V* =
dim V.

Als V een eindig-dimensionale vectorruimte is met basis vy, ..., v,, dan heeft V* een

1, alsi=j
’ ) J . De basis vi, ..., v}
0, alsi#]j
de duale basis van vy, ..., v,. Andersom geldt dit ook.
Stelling: De biduale van een vectorruimte V' is V** = (V*)*. Er bestaat een

unieke basis v}, ..., v} zodat v} (v;) = d;; = is



LINEAIRE ALGEBRA 2 - SAMENVATTING DICTAAT 5

injectief homomorfisme ay: V — V** als V eindig-dimensionaal is is dit een iso-
morfisme.
Propositie: 045 oays = idys. Als V eindig-dimensionaal is, geldt ook ag = a(/i.

6.2. Duale afbeeldingen. Als V en W F-vectorruimten zijn en f: V — W is een
lineaire afbeelding, dan is de duale/getransponeerde afbeelding gedefinieerd als f7:
W*%V*,w*HfT(w*):w*of.

Propositie: Als f: V — W een isomorfisme is, dan is f7: W* — V* dit ook. Er
geldt hierbij (f7)~! = (f~HT.

Propositie: Als f: V — W een lineaire afbeelding is, die ten opzichte van be-
paalde basissen wordt gerepresenteerd door de matrix A, dan is de matrix die f7
ten opzichte van de duale basissen hiervan de matrix AT.

Gevolg: Als V een eindig-dimensionale vectorruimte is met basissen vy, ..., v, en
wy, ..., W, en P is de basistransformatiematrix van vy, ..., v, naar ws, ..., wy, dan is
P~T de basistransformatiematrix van v, ..., v} naar w?, ..., w.

Gevolg: Voor eindig-dimensionale vectorruimten V' en W geldt dat Hom(V, W) —
Hom(W*,V*), f + fT een isomorfisme is.

6.3. Annihilator. De annihilator van een deelverzameling S C V met V een vec-
torruimte is S° = {v* € V*: v*(v) = 0 voor alle v € S}. S° is een lineaire
deelruimte van V*.

Stelling: Voor een eindig-dimensionale vectorruimte V' en een lineaire deelruimte
W CV geldt dim W 4 dim W° = dim V en ay (W) = We°.

Stelling: Voor vectorruimten V' en W en een lineaire afbeelding f: V' — W geldt
(im(f))° = ker(fT) en (ker(f))° = im(f7). Als V en W eindig-dimensionaal zijn,
volgt hieruit dim im(f?) = dim im(f).

Opmerking: Als f wordt gerepresenteerd door een matrix A, dan is het beeld van
f gelijk aan de kolomruimte van A (dus aan het span van de kolommen).

7. NORMS ON REAL VECTOR SPACES
7.1. Normen. Een norm op een reéle vectorruimte V is een afbeelding V- — R
(meestal geschreven als x — ||z||), waarvoor geldt:

- ||z|] >0 (en ||z|| =0 <=z =0) voor alle z € V
- ||[Az|| = |A| ||z|| voor alle A e R, x € V
- |z +yl| < |lz|| + ||y|| voor alle 2,y € V (driehoeksongelijkheid)

Verder is voor een norm gedefinieerd: d(x,y) = ||z — y||.
Verschillende standaardnormen zijn:

- De maximumnorm: ||(z1,...,2p)||cc = max{|z1],..., |z, |}

- De Euclidische norm: ||(z1,...,x,)||2 = V2% + ... + 22

- De somnorm (of 1-norm): ||(z1,...,2,)||1 = 21| + ... + |22

Lemma: Elke norm op R" is continu.
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7.2. Equivalente normen. Twee normen x — ||z||; en = — ||z||2 op een reéle
vectorruimte V' zijn equivalent als er Cq,Cy > 0 bestaan zodat Ci||z|1 < ||z||2 <
Cyl|z||1 voor alle z € V.

Stelling: Op een eindig-dimensionale, reéle vectorruimte zijn alle normen equiva-
lent.

8. BILINEAR FORMS

8.1. Bilineaire afbeeldingen. Een afbeelding ¢: V; x Vo — W (met Vi, Vo en W
F-vectorruimten) is bilineair als:

-VAN eF z, 2’ e Vieny € Vs geldt: oA+ Na' y) = Ao(z,y)+No(2', y)

-VAN EF, xeVieny,y € Vageldt: ¢(z, \y+Ny') = Ap(z,y) + N (2, y')
¢ is een bilineaire vorm als W = F. Als V; =V, =V en W = F, dan is ¢ een
bilineaire vorm op V. Zo’n bilineaire vorm kan verschillende eigenschappen hebben,
hij is:

- symmetrisch als ¢(z,y) = ¢(y,x) voor alle z,y € V

- alternerend als ¢(x,z) = 0 voor alle x € V

- anti-symmetrisch als ¢(z,y) = —¢(y, ) voor alle z,y € V' (volgt direct

uit alterneren)

De verzameling van alle bilineaire vormen op V' x W wordt genoteerd als Bil(V, W),
de verzameling bilineaire vormen op V is Bil(V).

8.2. Linker- en rechterkern. Bij een bilineaire vorm ¢: V x W — F horen
de lineaire afbeeldingen ¢p: V. — W* v — (w — ¢(v,w)) en ¢pr: W — V*,
w = (v ¢(v,w)). De deelruimte ker(¢r) C V heet de linkerkern van ¢ (bestaat
uit alle v € V' waarvoor ¢(v,w) = 0 voor alle w € W), de deelruimte ker(¢r) C W
heet de rechterkern van ¢.

Een bilineaire vorm is niet-gedegenereerd als ¢, en ¢ isomorfismen zijn. In dit
geval hebben V en W dezelfde eindige dimensie.

Stelling Als V en W eindigdimensionaal zijn, dan is ¢: V x W — F niet-
gedegenereerd dan en slechts dan als zowel de linker- als de rechterkern triviaal
zijn. Als hierbij geldt W = V', hoeft slechts één van de kernen triviaal te zijn.
Opmerking: De bilineaire vorm ¢: V x V' — F' is symmetrisch dan en slechts dan
als ¢or = ¢r.

Gevolg: Voor een eindig-dimensionale vectorruimte V' en een niet-gedegenereerde
bilineaire vorm ¢ op V geldt dat iedere lineaire vorm 1 € V* te schrijven is als
P(w) = ¢(v, w) voor een unieke v € V.

8.3. Matrixrepresentatie. Als V en W eindig-dimensionale vectorruimtes zijn
met basissen vi,...,v, €n wi,..., Wy, dan kan een bilineaire vorm ¢: V x W —
F (ten opzichte van deze basissen) worden gerepresenteerd door een matrix A =
(aij) € Mat(m x n, F'), waarbij a;; = ¢(v;,w;). Dan geldt voor v = z1v1+...+ vy,
n
i=1j=
Propositie Als B; en B basissen voor V' zijn, en C7 en Csy zijn basissen voor W,

m
en w =y ws + ... + Ymwm, dat ¢(v,w) = > i T;Y;.
1
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waarbij P de transformatiematrix van B; naar By is en () de transformatiematrix
van Cp naar C3, en de matrix A de bilineaire vorm ¢ ten opzichte van B; en
C representeert en A’ deze bilineaire vorm ten opzichte van By en Ca, dan geldt
A =QTAP.

Lemma: Voor een bilineaire vorm ¢ op een eindig-dimensionale vectorruimte V,
waarbij een matrix A hoort, geldt:

- ¢ is symmetrisch <= AT = A

- ¢ is anti-symmetrisch <= AT + A =0

- ¢ is alternerend <= AT + A = 0 en alle getallen op de diagonaal van A
zijn 0

- ¢ is niet-gedegenereerd <= det A # 0.

8.4. Orthogonale directe som. De bilineaire vorm ¢ is de orthogonale directe
som van v en ¢’ als:

- ¢ is een bilineaire vorm op V', 9 op U en ¢’ op U’
-V=UosU
- Voor uy,us € U en uj,uly € U geldt ¢(ur + uf,us + uh) = ¥(ug,u2) +
¥’ (uy, up)
Als V = U @ U’, dan is dit het geval dan en slechts dan als ¢(u,u’) = 0 en
¢(u',u) =0 voor alle u € U en v’ € U’ (waarbij ¢ = ¢ly x v en ¢’ = dlur x v7)-

8.5. Symmetrische bilineaire vormen. Als ¢ een symmetrische bilineaire vorm
op V is, en U C V is een lineaire deelruimte, dan is U+ = {v € V: ¢(v,u) = 0 voor
alle u € U} de deelruimte orthogonaal op U (ten opzichte van ¢).

Propositie: Als hierbij geldt dat ¢|y x y niet-gedegenereerd is, dan geldt V' =
U@ U+. Ut heet dan ook wel het orthogonale complement van U.

Lemma: Als V een F-vectorruimte is met char(F) # 2, en ¢ is een symmetrische
bilineaire vorm op V met ¢ # 0, dan bestaat er tenminste één v € V waarvoor
p(v,v) # 0.

Stelling: Als ¢ een symmetrische bilineaire vorm op een eindig-dimensionale F-
vectorruimte V' is, met char(F') # 2, dan bestaat er een basis v1,...,v, van V ten
opzichte waarvan ¢ wordt gerepresenteerd door een diagonaalmatrix. (Ofwel elke
symmetrische matrix A € Mat(n, F) is congruent met een diagonaalmatrix.)

8.6. Rang en signatuur. Als F algebraisch gesloten is (bijvoorbeeld F' = C), dan

. . . . I, 10
is iedere symmetrische matrix A € Mat(n, F') congruent met een matrix <TT‘—> .

De rang 0 < r < n is hierbij uniek bepaald.
Stelling: Elke symmetrische matrix A € Mat(n,R) is congruent met een unieke

L. 0 |0
matrix van de vorm 0 | —=Is | 0 |. Het getal r+ s is hierbij gelijk aan de rang
0] 0 |0

van A, het getal r — s is de signatuur van A.
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8.7. Positief definiet. Een symmetrische bilineaire vorm ¢ op een reéle vector-
ruimte V' is positief definiet als ¢(v,v) > 0 voor alle v € V\{0}. Hieruit volgt ook
dat ¢ niet-gedegenereerd is.

Stelling: Een symmetrische matrix A € Mat(n, R), waarbij de submatrix A; het
J x j blok linksboven is, is positief definiet dan en slechts dan als det(A;) > 0 voor
elke 1 < j<n.

9. INNER PRODUCT SPACES

9.1. Reéle inproductruimte. Een inproduct op een reéle vectorruimte V is een
positief definiete, symmetrische bilineaire vorm op V', meestal geschreven als (z, y) —
(z,y) € R, waarvoor geldt:

- Az + N y) = Ma,y) + N2 y)
- <y7$> = <$,y>
- (x,x) > 0 voor alle z # 0

Een reéle vectorruimte met zijn inproduct wordt een reéle inproductruimte ge-
noemd.

9.2. Complexe inproductruimte. Een sesquilineaire vorm op een complexe
vectorruimte V' is een afbeelding ¢: V x V' — C, die lineair is in het eerste argument
en geconjugeerd-lineair in het tweede, dus waarvoor geldt:

- ¢(Az + Na!, y) = Ap(z,y) + AIQS("E/’ Y)

- (]5(1', Ay + )‘/y/) = 5\(]5(.%‘, y) + j‘l(b(xv y/)
Een Hermitese vorm op V is een sesquilineaire vorm ¢ op V waarvoor geldt
d(y,x) = ¢(x,y) voor alle z,y € V. Hierbij geldt dus ¢(x,z) € R.
Een complex inproduct is een positief definiete Hermitese vorm die voldoet aan
dezelfde voorwaarden als het reéle inproduct, behalve dat (y,z) = (x,y).

9.3. Eigenschappen inproductruimtes. Voor een inproductruimte V' geldt:

- Voor z € V geldt norm ||z|| = \/(z,z) > 0, met ||Az|| = |A|||z]], [|z+y|] <
[lz]| + |ly|| en d(z,y) = ||z — y||. Verder is = een eenheidsvector als
ol = 1.

- z,y € V zijn orthogonaal (z L y) als (x,y) = 0.

- S C V is een orthogonale deelverzameling als = 1 y voor alle z,y € S
waarvoor z # y. Als ook geldt dat ||z|| = 1 voor elke x € S, dan is S een
orthonormale deelverzameling.

- v1,...,U, € V vormen een orthonormale basis van V' als de vectoren een
basis vormen en een orthonormale verzameling zijn.

- Cauchy-Schwarz ongelijkheid: Voor z,y € V geldt |(z,y)| < ||z|| ||yl|
(met gelijkheid dan en slechts dan als x en y lineair afhankelijk zijn).
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9.4. Orthonormale basissen. Laat V' een inproductruimte zijn met x1, ...,z €
V lineair onathankelijk. Definieer 2® = x/||z|| en noem:

y1 = II

Y2 = (332 - <$zvy1>y1).

ys = (x3— (3, y1)y1 — (x3,92)y2)°

ue = (o — Tk, y1)y1 — - — Tk Yu—1)Yr—1)°

Dan is 1, ..., yx een orthonormale basis van (x1, ..., k).

Gevolg: Elke eindig-dimensionale inproductruimte heeft een orthonormale basis.
Propositie: Als V een inproductruimte is en S C V' is een orthogonale verzameling
van niet-nulvectoren, dan is S lineair onafhankelijk.

Stelling (Bessels ongelijkheid): Voor een orthonormale verzameling {eq, ..., e, }

n
in een inproductruimte V geldt dat voor alle z € V: Y [{z,e;)|* < ||z||*. Als
j=1

U = (e1,...,en) geldt verder dat de volgende uitspraken equivalent zijn voor x € V:
-zelU

. 2 2
> (e = ||l

Jj=1

- r=

-

Il
-

{z,ej)e;
J
n

- Vy ev, (x,y) = Z<1'76j><6]‘,y>.

j=1

9.5. De geadjungeerde afbeelding. Als V' en W twee inproductruimten over
hetzelfde veld (R of C) zijn, met V eindig-dimensionaal en f: V — W lineair, dan
bestaat er een unieke afbeelding f*: W — V zodat (f(v), w) = (v, f*(w)) voor alle
v €V enw e W, deze afbeelding heet de geadjungeerde van f. Eigenschappen
van de geadjungeerde:

- Als f: V — V een geadjungeerde f* heeft, waarvoor f = f*, dan is f
zelfgeadjungeerd.
- Als f: V — V een geadjungeerde f* heeft, waarvoor fo f* = f*o f, dan
is f normaal.
- Een isomorfisme f: V' — W is een isometrie als (f(v), f(w)) = (v, w) voor
alle v,w e V.
- Voor f,g: V. — W geldt: (f +g)* = f*+g" en (\f)* = Af*.
- Voor f: V= Wenh: W— Z geldt: (ho f)* = f*oh*
- Voor f: V. — W geldt: (f*)* = f.
Propositie: Als V en W inproductruimten over hetzelfde veld zijn, met dezelfde
dimensie, en f: V — W is lineair, dan zijn de volgende uitspraken equivalent:
- f is een isometrie
- f is een isomorfisme en f~! = f*
- fofr=idw
- ffof=idy
Stelling: Voor een eindig-dimensionale inproductruimte V' en een lineaire afbeel-
ding f: V — V geldt im(f*) = (ker(f))L en ker(f*) = (im(f))*.
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Propositie: Als V en W inproductruimten over hetzelfde veld zijn, met ortho-
normale basissen B en C, en de lineaire afbeelding f: V — W wordt ten opzichte
van B en C gerepresenteerd door de matrix A, dan wordt de geadjungeerde f* ten
opzichte van B en C' gerepresenteerd door de matrix A* = AT.
Gevolg: Als hierbij V = W, dan geldt:

- f is zelfgeadjungeerd <= A* = A

- fis normaal <= A*A = AA*

- f is een isometrie <= AA* =1

9.6. Eigenschappen matrices. Een matrix A € Mat(n,R) is:
- symmetrisch als AT = A
- normaal als AAT = AT A
- orthogonaal als AAT = I,

Een matrix A € Mat(n, C) is:

- Hermitiaans als A* = A
- normaal als AA* = A*A
- unitair als AA* =1,

10. ORTHOGONAL DIAGONALIZATION

10.1. Orthogonale diagonaliseerbaarheid. Orthodiagonaliseerbaar betekent dat
er een orthonormale basis van eigenvectoren bestaat.
Lemma: Als een endomorfisme f: V — V| met V een inproductruimte, orthodia-
gonaliseerbaar is, dan is f normaal.
Lemma: Voor een normaal endomorfisme f: V' — V met V een inproductruimte
geldt:

@l = 1l
- fv) = = f*(v) =Xv
- flvy=XMen flw)y=pwmet \ £ p=—v Lw
Lemma: Als V een inproductruimte is over het veld F en f: V — V is normaal,
dan geldt voor ieder polynoom p € F[X] dan p(f) ook normaal is.
Lemma: Als f: V — V (met V een eindig-dimensionale inproductruimte) normaal
is, dan is V' = ker(f)® im(f) een orthogonale directe som.
Lemma: Als V een eindig-dimensionale complexe inproductruimte is, en f: V. — V'
is normaal, dan is f diagonaliseerbaar.
Stelling: De lineaire afbeelding f: V' — V met V een eindig-dimensionale, com-
plexe inproductruimte is orthodiagonaliseerbaar dan en slechts dan als f normaal
is.
Propositie: Een lineaire afbeelding f: V' — V met V een eindig-dimensionale,
complexe inproductruimte is normaal met alleen reéle eigenwaarden dan en slechts
dan als f zelfgeadjungeerd is.
Stelling: Een lineaire afbeelding f: V' — V met V een eindig-dimensionale, reéle
inproductruimte is orthodiagonaliseerbaar dan en slechts dan als f zelfgeadjungeerd
is.
Stelling: Een vierkante matrix A met reéle elementen is orthogonaal gelijksoor-
tig met een diagonaalmatrix (dus er bestaat een orthogonale matrix P waarvoor
PPT =1, zodat P~'AP een diagonaalmatrix is) dan en slechts dan als A symme-
trisch is. In dit geval kan P zo worden gekozen dat de oriéntatie niet verandert,
dus zodat det P =1 (en niet -1).



