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1 Cayley-Hamilton en het Minimale Polynoom

Met F' of K bedoelen we een lichaam (field), met Mat(n, F') de F-vectorruimte
van dimensie n? en met Mat(n, R) de matrixring of het bestaande uit vierkante
n X n-matrices.

Noem P4(z) het karakteristiek polynoom van de matrix A. Deze ziet eruit
als
Pa(z)=(x— A1)z —A2) -~ (x — A\n)

Stelling 1 (Cayley-Hamilton) Zij A € Mat(n, F). Dan geldt P4(A) = 0.

Lemma 1 (Polynomiale deling) Laat f en g polynomen zijn met g monisch.
Dan zijn er unieke polynomen q en r zodat r = 0 of deg(r) < deg(g) en zodat

f=q9+r

Lemma 2 Zij A € Mat(n, F'). Er bestaat een uniek monisch polynoom M, (x)
van minimale graad zodat Ma(A) = 0. Als p(x) een polynoom is met p(A) =0,
dan is p deelbaar door M 4.

Dit polynoom M4 heet het minimale polynoom van A.

Propositie 1 Zij A € Mat(n, F) en A € F. Als X een nulpunt van het karakter-
istiek polynoom van A is, dan is het ook een nulpunt van het minimale polynoom
van A.

Propositie 2 Zij A € Mat(n, F). Dan is A diagonaliseerbaar dan en slechts
dan als zijn minimale polynoom M4 een product is van verschillende monische
lineaire factoren.

2 De structuur van nilpotente endomorfismen

Definitie 1 Een matriz A € Mat(n, F') heet nilpotent als A™ = 0 voor een of

andere m > 1. Op dezelfde manier: Als V een eindigdimensionale vectorruimte

isen f:V =V een endomorfisme, dan is f nilpotent als f™ = fo fo...of =
—_—

m keer
0 wvoor een of andere m > 1.

Gevolg 1 Fen nilpotente matrixz of endomorfisme is diagonaliseerbaar dan en
slechts dan als hij nul is.

Stelling 2 Zij V' een F-vectorruimte, met dimV =n en laat f : V — V een
nilpotent endomorfisme zijn. Dan heeft V' een basis vi,vs,...,v, zodat f(v;)
ofwel 0 is ofwel vjy1 is.

Een matrix A = (a;;) die f representeert ten opzichte van vy, ..., v1, waarbij
f een endomorfisme zoals in bovenstaande stelling is, is een blokdiagonaalmatriz



met alle kentallen 0 behalve a; ;411 =1 als f(vp—;) = vpy1—j. Oftewel: A ziet
eruit als

Bi| o 0 8 (1) (1) 8
0 | By |- 0

A= "7 7~ , waarbij B; = | © 1 .
L ' - 000 - 1
O 10 | Bok 000 -~ 0

Een nilpotente matrix is gelijkvormig met de matrix van de bovenstaande
vorm.

Gevolg 2 Een matriz A € Mat(n, F') is nilpotent dan en slechts dan als Pa(x) =
z".

3 Directe sommen van deelruimten

Lemma 3 Zij V een vectorruimte en U; C V Vi € I lineaire deelruimten. Dan
zign de volgende uitspraken equivalent:

1. Elke v € V kan uniek geschreven worden als v = )
voor alle 1 € I.

ser Wi met u; € U;

2. > e Ui =V, envoor alle j € I hebben we U; N3 ;4 Ui = {0}

3. Als B; een basis van U; is voor i € I, dan zijn de B; paarsgewijs disjunct,
en J;e; Bi is een basis van V

Als aan deze condities wordt voldaan, zeggen we dat V de directe som van
de deelruimten U; is en we schrijven V. = @, _; U;. Als T = {1,2,...,n}, dan
schrijven we V =U; ®Us @ ... B U,.

icl

Lemma 4 Zij V een vectorruimte met lineaire deelruimten U; (i € I) zodat
V = @iel U;. Voor alle i € I, laat f; : Uy — U; een endomorfisme zijn. Dan
bestaat er een uniek endomorfisme f 'V — V zodat f|y, = fi voor alle i € I.
We noemen f de directe som van de f; en we schrijven f = @,c; fi

Lemma 5 Zij V een vectorruimte met lineaire deelruimten U;(i € I) zodat
V=@, Ui Zijf:V =V een endomorfisme. Dn bestaan er endomorfismen
fi 2 U; = U; voor i € I zodanig dat f = @z‘el fi dan en slechts dan als elke U;
invariant is onder f, oftewel: f(U;) C U;.

Lemma 6 Zij V een vectorruimte en f : V — V een endomorfisme. Zij p(x) =
p1(x)p2(x) een polynoom zodat p(f) = 0 en zodat p1(z) en pa(z) copriem zijn
(dwz: er bestaan polynomen ai(x) en as(x) zodat ar(x)p1(x) + az(z)p2(x) =1.)
Zij U; = ker(p;(f)) voori=1,2. Dan is V = U, ®Us en de U; zijn f-invariant.
In het bijzonder geldt ook f = f1 ® fo waarbij f; = f

U;-

Propositie 3 Zij V' een vectorruimte en f : V. — V een endomorfisme. Zij
p(z) = p1(x)p2(z) - - - pr(x) een polynoom zodat p(f) = 0 en zodat de p; paars-
gewijs copriem zign. Zij U; = ker(p;(f)). Dan isV =Uy @ --- ® Uy, en de U;
zign f-invariant. In het bijzonder geldt f = f1 @ -+ @ fr, waarbij f; = flu,.



4 De Jordan-normaalvormstelling

Lemma 7 Als p(z) een polynoom (over F') is en A € F' zodanig dat p(\) # 0,
dan zign (x — \)™ en p(x) copriem voor alle m > 1.

Stelling 3 Zij V een eindigdimensionale vectorruimte, en zij f : V. — V een
endomorfisme waarvan het karakteristiek polynoom in lineaire factoren gesplitst
kan worden:

Pp(z) = (z = A)™ -+ (2 = Ap)™

waarbij de \; verschillend zijn. Dan is V = U @ - -- @ Uy, waarbij U; = ker(f —
AXidy)™ de gegeneraliseerde \j-eigenruimte van f is.

Stelling 4 (Jordan-normaalvorm) ZijV een eindigdimensionale vectorruimte,
en f:V =V een endomorfisme waarvan het karakteristiek polynoom in lineaire
factoren gesplitst kan worden:

Pf(l‘) = (l‘ - )\1)7711 - (x _ )\k)mk

waarbij de \; verschillend zijn. Dan bestaat er een basis van V zodanig dat de
matrizrepresentatie f van die basis een blokdiagonaalmatriz is met blokken van
de vorm

A1 0 0 0

0 XA 1 0 0

0 0 A 0 0
BAm)=1[: + . . | €Mat(n,F)

0 0 O Al

0 0 O 0 A

waarbiyy X € {A1,..., ¢}

Gevolg 3 Zij V een eindigdimensionale vectorruimte en zij f : V. — V een
endomorfisme waarvan het karakteristiek polynoom te splitsen is in lineaire fac-
toren, zoals hierboven. Dan kunnen we f = d + n schrijven, waarbij d en n
endomorfismen van V zijn, zodat d diagonaliseerbaar is en n nilpotent is. d en
n commuteren: don =mnod. Deze d en n zijn uniek bepaald.

Stelling 5 (Reéle Jordan-normaalvorm) ZijV een eindigdimensionale reéle
vectorruimte en f : V. — V een endomorfisme. Dan bestaat er een basis van V
zodanig dat de matrixrepresentatie f van deze basis een blokdiagonaalmatriz is
met blokken van de vorm B(A,m) en van de vorm

A —pu 10 0 0 0 O
L A 0 1 0 0 0 0
0 0 A —pu 0 0 0 0
0 0 A ... 0 0 0 0
B'\wpm)=1|: =+ =+ .t o o |eMat(2m,R)
0 0 0 0 A —p 10
0 0 0 0 LA 0 1
0 0 0 O 0 0 X —u
0 0 0 O 0 0 u A



met p > 0.
Blokken van de vorm B(A\,m) komen voor, voor eigenwaarden X van f. Blokken
van de vorm B’ (X, i, m) komen voor als Ps(z) deelbaar is door x2 —2X\z+ 2+ pu?.

Stelling 6 Zij V een eindigdimensionale vectorruimte, f1,...,fr : V. —V di-
agonaliseerbare endomorfismen die paarsgewijs commuteren. Dan zijn f1,. .., fi
sitmultaan diagonaliseerbaar: er bestaat een basis voor V die uit vectoren bestaat
die elk eigenvectoren zijn van alle f;. In het bijzonder is elke lineaire combinatie
van de f; weer diagonaliseerbaar.

5 De duale vectorruimte

Definitie 2 Zij V een F-vectorruimte. Een lineaire vorm of lineaire func-
tionaal van V is een lineaire afbeelding ¢ : V — F. De duale vectorruimte
van V is V* = Hom(V, F), de vectorruimte van alle lineaire vormen op V.

De vectorruimtestructuur op V* is als volgt gedefinieerd: Voor ¢,1 € V* en
A, i € F hebben we voor v € V:

(Ad + ph) (v) = Ad(v) + pip(v)

Propositie 4 Zij V' een eindigdimensionale vectorruimte met basis vy, ..., Up.
Dan heeft V* een unieke basis v, ..., v} zodat
* 1 alsi=j
Ui(vj)_élj_{o alsi#j
Deze basis vy, ...,v) van V* heet de duale basis van vi,...,v, of de basis
duaal aan vy, ..., v,.

Als V eindig dimensionaal is, geldt dim V' = dim V*.

Stelling 7 Zij V' een vectorruimte. Dan is er een kanoniek injectief homo-
morfisme ay : V. = V** van V naar zign biduale V** = (V*)*. Het is een
isomorfisme wanneer V eindig dimensionaal is.

Gevolg 4 Zij V een eindigdimensionale vectorruimte, en zij vy, ..., v}, een ba-
sis van V*. Dan bestaat er een unieke basis v1,...,v, van V zodat v} (v;) = ;5.

Definitie 3 Zij V en W F-vectorruimtes en f : V. — W een lineaire afbeelding.
Dan is de duale lineaire afbeelding van [ gedefinieerd als

ff=w*=v* w e fflw)=w"of
Het volgende diagram verduidelijkt deze definitie:
viwF
1T is weer lineair, en (fyo f1)7 = fi o fF.

Propositie 5 Zij f : V — W een isomorfisme. Dan is fT : W* — V* ook een
isomorfisme, en (f1)~1 = (f~1)T.



Propositie 6 ZijV en W eindigdimensionale vectorruimtes met bases vy, . .., vy,
en Wi, ..., Wm. 21 V,...,v, en wi,...,w,, de corresponderende duale bases
van V* en W*. Zij f : V. — W een lineaire afbeelding, gerepresenteerd door
de matriz A naar de gegeven bases van V. en W. Dan is de matriz die fT
representeert naar de duale bases AT.

Gevolg 5 Zij V een eindigdimensionale vectorruimte en zij v, ...,V ER W1, ..., Wy
twee bases van V. Laatvy,...,v) enwy,...,w; de corresponderende duale bases
zign. Als P de matrixz is die geassocieerd wordt met het veranderen van de ba-
sts van Vo van vi,...,v, Naar wi,...,Wy, dan is de matriz geassocieerd met

het veranderen van de basis van V* van vi,...,v) naar wi,...,w) de matric
(Pt = (P HT = p~T.

Propositie 7 Zij V en W wvectorruimtes en f : V. — W een lineaire afbeelding.
Dan commuteert het volgende diagram:

v L w

avl law

Vo T *k
— W

Propositie 8 Zij V' een vectorruimte. Dan hebben we a‘T, oayx = idy«. AlsV

. . . . . . -1
eindig dimensionaal is, dan is ol = oy -

Gevolg 6 Zij V en W eindigdimensionale vectorruimten. Dan is
Hom(V,W) > f — fT € Hom(W*,V*)
een isomorfisme.
Definitie 4 Zij V' een vectorruimte en S C V een deelruimte van V. Dan heet
S ={v"eV*:v"(v) =0 voor alleve S} CV*
de annihilator van S.

Stelling 8 Zij V een eindigdimensionale vectorruimte en W C V' een lineaire
deelruimte. Dan hebben we

dmW +dimW° =dimV  en ay(W)=W"°
Dus we hebben W°° = W als we V en V** identificeren via ay .

Stelling 9 Zij V' en W wvectorruimten en f : V. — W een lineaire afbeelding.
Dan is

(im(f))° = ker(f*) en  (ker(f))® = im(f")

En als V en W eindig dimensionaal zign, hebben we

dimim(f*) = dimim(f)



Voor matrices wordt de uitspraak ” (ker(f))° = im(f7)” gelijk aan " Als B
een kernmatrix is van A, dan is AT een kernmatrix van BT”.

Een kernmatrix van een matrix A is gedefinieerd als een matrix waarvan de
kolommen ker(A) opspannen. Met deze definitie volgt dat het beeld van B de
annihilator van het beeld van A is dan en slechts dan als B de kernmatrix van
AT is. De voorwaarde dat B een kernmatrix van A7 is betekent AT B = 0 en
ATz =0 = 3y : 2 = By. En omdat het annihilator-zijn een symmetrische
relatie is, vinden we dat B de kernmatrix is van AT dan en slechts dan als A
een kernmatrix van BT is.

6 Normen op reéle vectorruimten

Definitie 5 Zij V een reéle vectorruimte. Een morm op V is een afbeelding
V — R, meestal geschreven als x — ||x|| zodat

1. ||z|| > 0 voor alle x € V, en ||z|| = 0 dan en slechts dan als x =0
2. ||Az|| = |M|||=]| voor alle \ e R,z € V
3. |z +yl| <|lz|| + ||yl voor alle z,y € V (driehoeksongelijkheid)

De volgende normen zijn standaard ( met V = R"):

1. De maximumnorm: |[(z1,...,2Zn)||cc = max {|z1],...,|zn|}
2. De Euclidische norm: ||(z1,...,zy)|l2 = V@2 +... + 22
3. De l-norm: ||(z1...,2n)|l1 = |x1] + ... + |24]

Een norm op de reé€le vectorruimte V' definieert tevens een afstandsmaat:
d(z,y) = [lz -yl
Lemma 8 Elke norm op R™ is continu als afbeelding van R™ naar R.

Definitie 6 Zij V' een reéle vectorruimte en x w— ||z||1 en z — ||z||2 twee
normen op V. De twee normen heten equivalent als er C1,Coy > 0 bestaan
zodat

Cillz|ln < ||z2]l < Col|z|l1 woor alle z € V

Stelling 10 In een eindigdimensionale reéle vectorruimte zign alle normen equiv-
alent.

7 Bilineaire vormen

Definitie 7 Zij V1, Vo en W F-vectorruimten. Een afbeelding ¢ : V1 x Vo — W
is bilineair als het lineair is in beide argumenten:

VAN eFz,x eVi,yeVa : oAz +Na'y) = Ap(z,y) + No(2',y) en
VAN eFzeVi,y,y €Va 0 oz, y+Ny') = Ap(x,y) + No(z,y)

Als W = F, een scalairenlichaam, dan is ¢ een bilineaire vorm.



Als Vi = Vo =V en W = F, dan is ¢ een bilineaire vorm op V. Deze is
symmetrisch als ¢(z,y) = ¢(y,x) voor alle z,y € V, en alternerend als
¢(x,z) = 0 voor alle z € V.Als ¢ alternerend is, is deze ook scheefsym-
metrisch, dus ¢(z,y) = —¢(y, z) voor alle x,y € V.

We noteren de verzameling met alle bilineaire vormen op V' xW met Bil(V, W),
en we noteren de verzameling met alle bilineaire vormen op V met Bil(V'). Deze
verzamelingen zijn F-vectorruimten.

Lemma 9 FEen bilineaire vorm ¢ : V x W — F induceert lineaire afbeeldingen
o VoW o= (we olv,w) en ¢rp:W =V w— (v d(v,w))

De deelruimte ker(¢y,) C V heet de linkerkern van ¢ (de verzameling van alle
v € V zodat ¢(v,w) = 0 voor alle w € W). Op dezelfde manier is ker(¢r) C W
de rechterkern van ¢.

De bilineaire vorm ¢ heet niet-gedegenereerd als ¢, en ¢ isomorfismen zijn.
V en W hebben dan dezelfde dimensie.

Lemma 10 Als V en W eindigdimensionale vectorruimten zijn, dan is ¢ niet-
gedegenereerd dan en slechts dan als zowel de linker- als de rechterkern triviaal
Zimn.
De bilineaire vorm ¢ : V x V' — F' is symmetrisch dan en slechts dan als
¢r = L.
Propositie 9 Zij V' en W F-vectorruimten. Dan is er een isomorfisme
Bv.w = Bil(V,W) — Hom(V,W¥),¢ — ¢

met een inverse gegeven door

fr= (v, w) = (f(v)(w))

Gevolg 7 ZijV een eindigdimensionale vectorruimte, en zij ¢ een niet-gedegenereerde
bilineaire vorm op V. Dan kan elke lineaire vorm ¢ € V* geschreven worden
als P(w) = ¢(v, w) voor een unieke v € V.

We kunnen het voorgaande ook interpreteren met matrices:
Zij ¢ : F" x F'™ — F een bilineaire vorm. ¢ kan gerepresenteerd worden

door een matrix A = (a;;) € Mat(m x n, F'), met kentallen a;; = ¢(ej,e;). In
termen van kolomvectoren z € F™ en y € F™ hebben we

T
Pz, y) =y Az
Als V en W eindigdimensionale vectorruimten over F' zijn, en we bases vy, . .., v,
voor V en wq,...,w, voor W hebben, dan kunnen we voor elke bilineaire

vorm ¢ : V X W — F een matrix A schrijven ten opzichte van deze bases.
Hiervoor identificeren we V' met F™ en W met F™ en a;; = ¢(vj, w;). Als
v=x101 + ...+ TpUy €0 W = Yyw1 + . .. + YWy, (oftewel: v €V en w € W),

dan is o
o(v,w) = Z Zaijxjyi

i=1 j=1



Propositie 10 Zij V en W eindigdimensionale vectorruimten over F. Kies

twee bases vy, ..., v, envl, ..., v, van'V en twee bases wy, ..., Wy, enwi, ..., wh,
van W.
Zij A de matrixz die de bilineaire vorm ¢ : V. x W — F representeert ten opzichte
van de bases v1i,...,v, en wi,...,Wy,. 21 A’ de matriz die ¢ representeert ten

- / / / /
opzichte van de bases vi,...,v,, en wi,...,w,,.
Als P de matriz is geassocieerd met de basistransformatie van vy, ..., v, naar
Vi, ..., v, en Q de matriz is geassocieerd met de basistransformatie van wy, . .., Wy,
naar wi,...,wh, dan volgt er

A =QTAP

In het bijzonder: Als ¢ een bilineaire vorm is in de n-dimensionale vec-
torruimte V', dan wordt ¢ gerepresenteerd door een vierkante matrix A €
Mat(n, F). Als we de basis veranderen, dan is de nieuwe matrix B = PTAP
met P € Mat(n, F') inverteerbaar. Matrices A en B van deze vorm heten con-
gruent.

Lemma 11 Zij ¢ een bilineaire vorm in de eindigdimensionale vectorruimte V.,
gerepresenteerd door de matrix A ten opzichte van een willekeurige basis. Dan
gelden de volgende eigenschappen:

1. ¢ is symmetrisch dan en slechts dan als AT = A
2. ¢ is scheefsymmetrisch dan en slechts dan als AT + A=0

3. ¢ is alternerend dan en slechts dan als AT + A = 0 en alle diagonale
kentallen van A gelijk aan 0 zijn

4. ¢ is niet-gedegenereerd dan en slechts dan als det A # 0.

Definitie 8 Als V =U®U’, ¢ een bilineaire vorm is op V en 1) en )’ bilineaire
vormen zijn op resp. U en U’, en voor ui,us € U en ul,uly, € U’ geldt

Puy + uy, ug + uh) = P (ur, ug) + ¥’ (uy, uy)

dan is ¢ de directe orthogonale som van v en1)’. Dit is het geval dan en slechts
dan als ¢(u,u') =0 en ¢p(u',u) = 0 voor alle w € Uy’ € U'.

Dit kan natuurlijk gegeneraliseerd worden voor een willekeurig aantal termen
waarin V opgesplitst kan worden. Als we ¢ representeren door een matrix ten
opzichte van een basis die de directe som respecteert, dan is de matrix een
blokdiagonaalmatrix.

Definitie 9 Zij ¢ een symmetrische bilineaire vorm op V en zij U C V een
lineaire deelruimte van V. Dan is

Ut ={veV:é(v,u)=0 voor alle u € U}
de deelruimte orthogonaal op U.

Propositie 11 Zij ¢ een symmetrische bilineaire vorm op V en zij U C V een
lineaire deelruimte zodat ¢|yxy mniet-gedegenereerd is. Dan is V. =U @ UL en
¢ wordt op eenzelfde wijze opgesplitst als een orthogonale directe som.



We noemen U+ het orthogonaal complement van U.

Lemma 12 Neem aan dat char(F) # 2 en zij V een F-vectorruimte en ¢ een
symmetrische bilineaire vorm op V. Als ¢ # 0, dan is er een v € V zodat

¢(v,v) # 0.

Stelling 11 Neem aan dat char(F) # 2, zij V een eindigdimensionale F -
vectorruimte en ¢ een symmetrische bilineaire vorm op V. Dan bestaat er een
basis v1,...,v, van V zodat ¢ gerepresenteerd wordt door een diagonaalmatrix
ten opzichte van deze basis.

FEquivalent hiermee is: Elke symmetrische matric A € Mat(n, F) is congruent
met een diagonaalmatriz.

Stelling 12 (Classificatie van symmetrische bilineaire vormen over
C.) Ziy F algebraisch gesloten (elk polynoom heeft een nulpunt in dat lichaam),
bijuoorbeeld F = C. Dan is elke symmetrische matriz A € Mat(n, F') congruent

met een matrix
I, 10
010

en de Rank 0 < r <n is uniek bepaald.

Voor F' = R geldt een soortgelijke uitspraak. Beschouw daarvoor eerst de
volgende definitie:

Definitie 10 Zij V' een reéle vectorruimte, ¢ een symmetrische bilineaire vorm
op V. Dan is ¢ positief definiet als

¢(v,v) >0  wvoor alle v e V\ {0}

Stelling 13 (Classificatie van symmetrische bilineaire vormen over R)
Elke symmetrische matrizx A € Mat(n,R) is congruent met een unieke matriz
van de vorm

L. 0 |0
0—-I,10
0] 0 |0

het getal r + s heet de rank van A of van de corresponderende bilineaire vorm,
en het getal r— s heet de signatuur van A of van de corresponderende bilineaire
VOTM.

Stelling 14 (Criterium voor het positieve definiet-zijn) Zij A € Mat(n,R)
symmetrisch. Zij A; de submatriz van A van het j X j-blok linksbovenin. Dan
is (de bilineaire vorm gegeven door) A positief definiet dan en slechts dan als
det A; > 0 voor alle 1 < j < n.

8 Inproductruimten

Definitie 11 Zij V een reéle vectorruimte. Een inproduct op V is een posi-
tief definiete bilineaire vorm op V. Het wordt meestal geschreven in de vorm
(x,y) = (z,y) € R. Het inproduct voldoet aan de volgende eigenschappen:

1. Qa+ XNo'y) = XMa,y) + N2, y)



2. (y,z) = (z,y)
3. (x,x) > 0 voor x # 0.

FEen reéle vectorruimte met het inproduct heet een reéle inproductruimte (Eu-
clidische ruimte).

Merk op dat een inproduct op V een injectief homomorfisme V' — V* in-
duceert, door z € V' naar de lineaire vorm y — (x,y) te sturen. Dit homomor-
fisme is een isomorfisme wanneer V' eindig dimensionaal is.

Voor complexe waarden is het niet mogelijk om een bilineaire vorm te ge-
bruiken; je zou dan (iz,iz) = —(z,z) krijgen en inproducten kunnen niet
negatief zijn. De oplossing hiervoor is Hermitische vormen in plaats van bi-
lineaire vormen te gebruiken.

Definitie 12 Zij V' een complexe vectorruimte. Fen sesquilineaire vorm op
V is een afbeelding ¢ : V xV — C die lineair is in de eerste term en semilineair
in de tweede term:

p(Ax 4+ Na',y) = Ao(z,y) + No(z',y)

b, Ay + Ny') = Ao, y) + N d(x,y/)

Een Hermitische vorm op V is een sesquilineaire vorm ¢ op V zodat
d(y,x) = ¢(x,y) voor alle x,y € V. Dit impliceert ook dat ¢(x,z) € R.
De Hermitische vorm ¢ is positief definiet wanneer ¢(z,x) > 0 voor alle x €
V\ {0}. Een positief definiete Hermitische vorm op de complexe vectorruimte V'
heet ook wel een inproduct op V. Deze wordt meestal genoteerd als (z,y) —

(x,y) € C. We hebben de volgende eigenschappen:
1. Qa+ XN y) = XMa,y) + N, y)

2. (y,x) = (2,9)
3. (z,z) > 0 voor x #0

Een complexe vectorruimte met een inproduct heet een complexe inpro-
ductruimte. Een reéle of complexe vectorruimte met een inproduct heet sim-
pelweg een inproductruimte.

Als V een complexe vectorruimte is ,noteren we met V de complexe vector-
ruimte met dezelfde onderliggende verzameling en optelling als in V', maar met
scalaire vermenigvuldiging door de complex geconjungeerde te nemen:\-v = v,
waar we links scalaire vermenigvuldiging hebben op V en rechts scalaire ver-
menigvuldiging op V.

We noteren met V' = V* de duale van deze ruimte. Als V een complexe
inproductruimte is, krijgen we wederom injectieve homomorfismen

VoViee - (zy) en VosVies (y—(y o)
en dit zijn isomorfismen wanneer V eindig dimensionaal is.

Definitie 13 Zij V' een inproductruimte zijn. Dan gelden de volgende wuit-
spraken:
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1. Voor x € V schrijuen we ||z|| = v/{x,x) > 0. x heet een eenheidsvector
als ||z]| = 1.

2. We zeggen dat x,y € V orthogonaal zijn (notatie: x L y) als (xz,y) = 0.

3. Een deelverzameling S C V' 1is orthogonaal als x L y voor alle x,y € S
zodat © # y. S is een orthonormale verzameling als ook geldt dat
llz|]| =1V z € S.

4. v1,...,0, € V is een orthonormale basis van V als de vectoren een
basis vormen die een orthonormale verzameling is.

Propositie 12 Zij V' een inproductruimte. De volgende uitspraken gelden:

1. Voor z € V en een scalar X hebben we ||Az|| = |A|||z|].

2. (Cauchy-Schwarz-ongelijkheid) Voor x,y € V hebben we |[(z,y)| <
llz|llly|l, waarbij deze termen gelijk zijn dan en slechts dan als x en y
lineaire onafhankelijk zijn.

3. (Driehoeksongelijkheid) Voor x,y € V hebben we ||x+y|| < ||z||+]]y]l-

Deze eigenschappen impliceren dat || || een norm op V' is en de norm definieert
net als in hoofdstuk 6 een afstandsmaat:

d(z,y) = ||z — yl|

Stelling 15 (Gram-Schmidt-orthonormalisatie) Zij V een inproductruimte.
Voor 0 # x € V schrijven we x® = x/||z||. Zijx1,...,xx €V lineair onafhanke-
ligk en definieer

yio= 2}

Y2 = (w2 — (w2,y1)y1)*

ys = (w3 — (@3,91)y1 — (23,92)y2)°

ue = (zr— (Trey)yr — o — (T Yr—1)Yk—-1)°
Dan is y1,...,yx een orthonormale basis van L(x1,...,xy).

Gevolg 8 FElke eindigdimensionale inproductruimte heeft een orthonormale ba-
S18.

Gevolg 9 Als V' een n-dimensionale inproductruimte is en {e1,...,ex} CV is
een orthonormale verzameling, dan bestaan er exi1,...,e, €V zodateq, ..., e,
een orthonormale basis is van V.

Propositie 13 Zij V een inproductruimte en S C V een orthogonale verzamel-
ing van niet-nulvectoren. Dan is S lineair onafhankelijk.

Stelling 16 (Bessels ongelijkheid) Zij V' een inproductruimte en zij {e1,...,en}t C
V' een orthonormale verzameling. Dan hebben we voor alle x € V' de ongelijkheid

n

2
> e enl” < llall?
j=1

ZijU = L(ey,...,e,) de deelruimte opgespannen door e1, ..., e,. Dan zijn voor
x € V de volgende uitspraken equivalent:

11



1. zeU

2 Y I, e = lal?

5. 0= X0yl ep)e;

4. voor alley € V geldt (x,y) = Z;—l:l@v ej)e;,y)

In het bijzonder gelden eigenschap (2) en (4) voor alle x € V wanneereq, ..., e,
een orthonormale basis is van V (Parsevals identiteit)

Stelling 17 Zij V en W twee inproductruimten over hetzelfde lichaam(RofC),
met V eindig dimensionaal, en zij f : V. — W lineair. Dan is er een unieke
lineaire afbeelding f*: W — V zodat

(f(v),w) = (v, f*(w))
voor alle v e V,w e W.

Definitie 14 Zij V' en W inproductruimtes over hetzelfde lichaam. De volgende
eigenschappen gelden dan:

1. Zij f:V = W lineair. Als f* bestaat met de eigenschap zoals deze in de
vorige stelling gegeven is, dan heet f* de geadjungeerde van f

2. Als f: V =V een geadjungeerde f* heeft en f = f*, dan is f zelfgead-
jungeerd

3. Als f:'V =V een geadjungeerde f* heeft en fo f* = f*o f, dan heet f
normaal

4. Een isomorfisme f : V — W is een isometrie als (f(v), f(w)) = (v, w)
voor alle v,w € V.

Propositie 14 (Eigenschappen van de geadjungeerde) Laat V1, Vs, V3 eindigdi-
mensionale inproductruimten over hetzelfde lichaam zijn, en zij f,g : V1 —
Vo, h : Vo — V3 lineair. Dan

L(f+g9)=f+g, () =Af"
(ho f)* = froh*
(f)y=r

Propositie 15 (Eigenschappen van isometrieén) Zij V en W inproduc-
truimten van dezelfde eindige graad en over hetzelfde lichaam en zij f -V — W
lineair. Dan zijn de volgende eigenschappen equivalent:

2.
3.

1. f is een isometrie

2. f is een isomorfisme en f~1 = f*.
3. fof*=idw

o frof=idy
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Stelling 18 Zij V een eindigdimensionale inproductruimte en f :V — V een
lineaire afbeelding. Dan hebben we

im(f*) = (ker(f))* en  ker(f*) = (im(f))*

Propositie 16 Zij V en W twee inproductruimten over hetzelfde lichaam, en
laat v1,...,v, €n wy,..., Wy orthonormale bases van V en W zijn, en zij f :
V — W lineair. Als f gerepresenteerd wordt door de matriz A ten opzichte van
de gegeven bases, dan wordt de geadjungeerde afbeelding f* gerepresenteerd door

de geconjugeerde getransponeerde matriz A* = A ten opzichte van dezelfde
bases.

Als deze bases niet orthonormaal zijn, geldt deze eigenschap niet in het alge-
meen.

Gevolg 10 Als in de situatie zoals hierboven geldt V.= W dan gelden de vol-
gende uitspraken

1. f is zelfgeadjungeerd dan en slechts dan als A* = A

2. f is normaal dan en slechts dan als A*A = AA*

3. f is een isometrie dan en slechts dan als AA* = 1.
Definitie 15 FEen matriz A € Mat(n,R) is

1. symmetrisch als AT = A

2. normaal als AAT = AT A

3. orthogonaal als AAT =1,
Een matriz A € Mat(n,C) is

1. Hermitisch als A* = A

2. normaal als AA* = A*A

3. unitair als AA* =1,

9 Orthogonale diagonalisatie

Lemma 13 Zij V' een inproductruimte en f : V. — V een endomorfisme. Als
f orthogonaal diagonaliseerbaar is, dan is f normaal.

Lemma 14 Zij V een inproductruimte, en zij f : V. — V normaal. Dan gelden
de volgende uitspraken

LAl @) = [1F @)l
2. Als f(v) = M voor een of andere v €V, dan is f*v = \v.

3. Als f(v) = v en f(w) = pw met A # u, dan geldt v L w.

Lemma 15 Zij V een inproductruimte over het lichaam F = R of C, en zij
f:V =V normaal en p € F[X] een polynoom. Dan is p(f) ook normaal.
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Lemma 16 Zij V een eindigdimensionale inproductruimte en zij f :' V. — V
normaal. Dan is V =ker(f) @ im(f) een orthogonale directe som.

Lemma 17 Zij V een eindigdimensionale complexe inproductruimte, en zij f :
V — V normaal. Dan is [ diagonaliseerbaar.

Stelling 19 Zij V een eindigdimensionale complexe inproductruimte, en zij
f V. =V een lineaire afbeelding. Dan heeft f een orthonormale basis van
eigenvectoren dan en slechts dan als f normaal is.

Propositie 17 Zij V' een eindigdimensionale complexe inproductruimte, en zij
f:V =V een lineaire afbeelding. Dan is f normaal met alle eigenwaarden
re€el dan en slechts dan als f zelfgeadjungeerd is.

Stelling 20 Zij V een eindigdimensionale reéle inproductruimte, en zij f : V. —
V' lineair. Dan heeft f een orthonormale basis van eigenvectoren dan en slechts
dan als [ zelfgeadjungeerd is.

Stelling 21 Zij A een vierkante matrix met reéle kentallen. Dan is A orthog-
onaal gelijkvormig met een diagonaalmatriz (Er bestaat een orthogonale matriz
P met PPT = I zodat P~*AP een diagonaalmatriz is) dan en slechts dan als
A symmetrisch is. In dit geval kunnen we P kiezen zodat det P = 1 (P heet
dan oriéntatiebewarend).

Dit kun je ook geometrisch beschouwen. Als A een symmetrische 2 x 2-matrix
is, dan definieert de vergelijking

xTAx =1

een kegelsnede in het vlak. De stelling impliceert nu dat er een rotatie P
bestaat zodat P~' AP diagonaal is. Dit betekent dat onze kegelsnede een vergeli-
jking heeft van de vorm

az? +bx® =1

met a en b de eigenwaarden van A. De richtingen van de eigenvectoren van A
heten de hoofdassen van de kegelsnede (of van A), en de coérdinaattransformatie
gegeven bij P is de hoofdastransformatie. Soortgelijke uitspraken zijn natu-
urlijk ook waar voor hogerdimensionele kwadratische oppervlakten.
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