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Hoofdstelling van de Algebra. Elk niet-constant complex polynoom heeft even-
veel nulpunten als zijn graad.

Heine-Borelstelling. Een verzameling A C R? is compact dan en slechts dan als
hij gesloten en begrensd is.

Cauchy-Riemannstelling. Voor een functie
f:D—-C, DcCCopen, a€D
zijn de volgende twee beweringen equivalent:
(1) f is complex differentieerbaar in a
(2) f is totaal differentieerbaar in a zoals in de reéle analyse (C = R?) en voor
u = Re f en v =Im f gelden de volgende differentiaalvergelijkingen:
Ou ov ou Ov
%(a)_@(a), Fy(a)__%(a)
Als (1) of (2) geldt heeft men

£/(@) = gela) +i50(@) = @) ~ i3 a)

Impliciete functiestelling. Zij D C C openen f: D — C een analytische functie
met een continue afgeleide.
Deel 1 Als er een punt a € D geldt dat f/'(a) # 0, dan bestaat er een open
verzameling
D0:DOCD,CL€D0

zodat de beperking f|p, injectief is en zodat f’(z) # 0 voor z € Dy
Als

e f: D — C analytisch

e D C Copen

e f’is continu

e f'(a) # 0 voor een a € D
Dan

e Er bestaat een Dy C D: a € Dy
e f|p, is injectief
e f'(z) # 0 voor z € Dy

Deel 2 Als f injectief is en f'(z) # 0 voor alle z € D, dan is het beeld f(D) een
open deelverzameling van C. De inverse functie f~! : f(D) — C is analytisch, en
zijn afgeleide is

() =

78
Als

e f: D — C analytisch

e D C C open

e f/ continu

e f injectief

e f'(z) # 0 voor alle z € D



Dan

e f(D) is een open deelverzameling van C
e f~1is analytisch

o« ITVIR) = 7y

Cauchy Integraalstelling voor driehoekspaden. Zij f: D — C, D C C open
een analytische functie. Zij 21, 22, 23 € D zodat de driehoek die ze opspannen ook

in D ligt. Dan geldt
[ s@ac=o
(21,22,23)

Als

e f: D — C analytisch

e D C Copen

e De driehoek opgespannen door 21, 22 en z3 ligt geheel in D
Dan

¢ f<zl,22,z;;) f(C) dC = O

Cauchy Integraalstelling voor sterdomeinen. Zij f : D — C analytisch op
een sterdomein D C C. Dan verdwijnt de integraal van f over een willekeurige
gesloten kromme in D.

Analoog:

Elke analytische functie f gedefinieerd op een sterdomein D heeft een primitieve in
D.

Als

e f: D — C analytisch
e D een sterdomein

Dan
o [ f=0met o een gesloten kromme in D
Cauchy Integraalstelling. Zij
f:D—C, DcCopen

een analytische functie. Neem aan dat de gesloten schijf U,(zg) volledig besloten
is in D. dan geldt voor ieder punt z € U,.(z0)

~ omi C — z
waar de integraal loopt over de cirkel «, de gesloten curve

a(t) = zo+rett, 0<t<2rm

Als

e f:D — C analytisch

e D C C open

e U,(zp) ligt volledig in D
Dan

e Voor elke z € U,(zp)
.f :27rz§af(—0




3

Gegeneraliseerde Cauchy Integraalstelling. Zij f : D — C, D C C open, een
analytische functie. Neem weer aan dat de gesloten schijf U,(z) volledig beslo-
ten is in D. Nu hebben we dat elke analytische functie willekeurig vaak complex
differentieerbaar is, en elke afgeleide is weer analytisch. Voor n € Ny en z met

|z — 20| < r hebben we
YL f(€)
16 = 505 § g

waarbij weer geldt a@ = 2z + re’t,0 <t <2m. Als

f: D — C analytisch
D C C open

U, (z0) is volledig besloten in D

Dan

Elke analytische functie is willekeurig vaak complex differentieerbaar
e Elke afgeleide is weer analytisch

o f(n)(z) = QLﬂ"z ﬁx (C;figr)ri»l d¢

Stelling van Morera. Zij D C C open en f : D — C continu. Voor elk drie-
hoekspad (z1, 22, 23) waarvan de driehoek volledig in D ligt nemen we aan dat

/ £ d¢ =0
(z1,22,23)

Dan is f analytisch.

Als
e f: D — C continu
e D C Copen
e De driehoek opgespannen door (z1, 22, z3) ligt volledig in D
hd f<21,22723> f(C) d¢=0
Dan

e f is analytisch
Stelling van Liouville. Elke begrensde gehele functie is constant.

Stelling van Weierstrass. Zij fo + f1 + f2 + ... een normaal convergente reeks
van analytische functies op een open verzameling D C C. Dan is de limietfunctie
ook analytisch en

fl=fotfitfat...

Als

e fo, f1,...: D — C analytisch

e D C Copen

o fo+ f1+ fo+...is een normaal convergente reeks
Dan

e f, de limietfunctie, is analytisch
o f'=fo+fitfat. .



Machtreeksontwikkelingsstelling. Zij f de analytische functie
f:D—=C, DcCopen
We nemen aan dat de open schijf Ug(a) binnen D ligt. Dan krijgt men

e (n)
flz)= Z an(z—a)" voor alle z € Ug(a), waarbij a, := ! n'(a),n e Ny
n=0 ’
Als
e f:D — C analytisch
e D C Copen
e Ug(a) ligt binnen D
Dan
o f(2) =2, oan(z—a)"
® Uy :— 7]0(7’2!(&)

Identiteitsstelling. Zij f,g : D — C twee analytische functies, gedefinieerd op
een domein D # (). De volgende beweringen zijn equivalent:

(1) f=yg

(2) De verzameling {z € D : f(z) = g(z)} heeft een verdichtingspunt in D

(3) Er bestaat een zp € D met f(™(z5) = g™ (2) voor alle n € N

Uniciteit van analytische voortzetting. Zij D C C een domein, M C D een
deelverzameling met tenminste één verdichtingspunt in D, en zij f : M — C een
functie. Als er een analytische functie f : D — C bestaat die f voortzet (f(z) =
f(z) voor alle z € M) dan is f uniek met die eigenschap.
Als

e D C C een domein

o M C D heeft een verdichtingspunt in D

e f: M — C een functie

e f:D — C zet f voort
Dan

e fis uniek
Open afbeeldingstelling. Als f een niet-constante analytische functie is op een
domein D C C, dan is het beeld f(D) open en boogsgewijs verbonden.

Riemann ophefbaarheidsvoorwaarde. Een singulariteit van een analytische
functie, f : D — C,D C C open, is ophefbaar dan en slechts dan er een ge-
punctueerde omgeving U := U,.(a) C D van het punt a bestaat waar f begrensd
is.

Casorati-Weierstrass. Zij a een essenti€le singulariteit van de analytische functie
f:D—C,DcC Copen AlsU := Ur(a) een willekeurig gepunctueerd omgeving
is van a, dan is het beeld f(U N D) dicht in C. Dus voor elke b € C en voor elke
€ > 0 hebben we

FUNC)NU(b) # 0
Equivalent is:
Voor elke b € C en voor elke ¢ > 0 bestaat er een z € U N D met

[f(z) —bl <e



Als

e f: D — C analytisch

e D C C open

e q is een essentiéle singulariteit van f

e U is een willekeurig gepunctueerd interval rond a
Dan

e f(UND) is dicht in C

Classificatie van singulariteiten door hun afbeeldingseigenschappen. Zij
a € C een geisoleerde singulariteit van de analytische functie f : D — C,D C C
open. De singulariteit is
(1) verwijderbaar < f is begrensd in een geschikte omgeving van a
(2) een pool < lim, . |f(2)] = 00
(3) essentieel < in elke willekeurig kleine omgeving van a nadert de functie f
elke waarde willekeurig dicht

Laurentdecompositie. Elke functie die analytisch is op de annulus
A={ze€C:r<|z| <R}
laat een decompositie toe als

f(2) = g(z) + h(1/z)
waarbij g : Ur(0) — C en h : Uy;,.(0) — C analytisch zijn. Als h(0) = 0 is deze
decompositie uniek.

De Residuenstelling. Zij D C C een elementair domein en 21, ..., 2, € D eindig
veel punten. Laat verder f: D\ {z1,...,2;} = C een analytische functie en
a:fa,b] = D\ {z1,..., 2} een gesloten stuksgewijs gladde kromme. Dan geldt de
volgende formule, de Residuformule:
k
[ £(0d¢ =20 Y Res( i 25)x(ai )
* J

—

Als

e D C C elementair

e k< oo

o f:D\{z,...,2r} — C analytisch

e a:fa,b] = D\ {z1,...,2;} gesloten en stuksgewijs glad
Dan

o [, f(Q)d¢=2mi 35 Res(f;z)x(a: 2))

Stelling van Hurwitz. Zij fo, f1, f2... : D — C een rij analytische functies die
lokaal uniform convergeert naar f : D — C. Neem aan dat geen van de functies f,
een nulpunt in D heeft. Dan is f ofwel identiek aan 0, of f heeft geen nulpunt in
D.
Als

e fo,f1,f2...: D — C een rij analytische functies
e fo,f1,f2...: D — C convergeert naar f: D — C
e Geen van de functies f, heeft een nulpunt in D



Dan
e f =0 OF f heeft geen nulpunt in D

Rouché’s stelling. Zij f,g analytische functies op een elementair domein D en
zij « een gesloten kromme in D die elk punt in het binnengebied Int(«) precies één
keer omvat. Neem verder aan dat f en f + g eindig veel nulpunten op D hebben.
Neem tenslotte aan dat |g(¢)| < |f({)| voor ¢ € Image(a). Dan hebben de functies
f en f 4+ g geen nulpunten op het beeld van « en de functies f en f + g hebben in
Int(«) hetzelfde aantal nulpunten (mulpliciteiten van nulpunten incluis).
Als

e D elementair

e f, g analytische functies op D

e « een gesloten kromme op D die elk punt in Int(a) één keer omvat

e fen f+ g hebben eindig veel nulpunten op D

e 19(Q) < I£(C)] voor ¢ € Image(a)
Dan

e fen f+ g hebben geen nulpunten op Image(«)
e fen f+ g hebben in Int(«) hetzelfde aantal nulpunten



