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Chapter 1: First-order differential equations 
1.2: First-order linear differential equations 

Definitie: De algemene eerste orde differentiaalvergelijking is: 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑎(𝑡)𝑦 = 𝑏(𝑡) 

Definitie: De vergelijking 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑎(𝑡)𝑦 = 0 

Heet een homogene eerste orde differentiaalvergelijking. De oplossing hiervan is gelijk aan 

𝑦(𝑡) = 𝑐𝑒− ∫ 𝑎(𝑡) 𝑑𝑡 

 

We hebben vaak dat er een beginwaarde wordt gegeven, dus 𝑦(𝑡0) = 𝑦0. We zien dat de oplossing dan 

gelijk is aan 

𝑦(𝑡) = 𝑦0𝑒
− ∫ 𝑎(𝑠) 𝑑𝑠

𝑡

𝑡0  
 

Voor niet-homogene eerste orde differentiaalvergelijkingen zullen we een integrerende factor 

gebruiken. Deze definiëren we als 

𝜇(𝑡) = 𝑒∫ 𝑎(𝑡) 𝑑𝑡 

Zodat we onze differentiaalvergelijking kunnen schrijven als 
𝑑

𝑑𝑡
𝜇(𝑡)𝑦 = 𝜇(𝑡)𝑏(𝑡) 

Er volgt dat de oplossing gelijk is aan 

𝑦(𝑡) = 𝑒− ∫ 𝑎(𝑡) 𝑑𝑡 (∫ 𝜇(𝑡)𝑏(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑐) 

En met een beginwaarde 𝑦(𝑡0) = 𝑦0 

𝑦(𝑡) =
1

𝜇(𝑡)
(𝜇(𝑡0)𝑦0 + ∫ 𝜇(𝑠)𝑏(𝑠)

𝑡

𝑡0

) 

De laatste twee vergelijkingen hoef je niet uit je hoofd te kennen, meestal moet je beide kanten van je 

differentiaalvergelijking vermenigvuldigen met de integrerende factor en het daarna te schrijven als 
𝑑

𝑑𝑡
𝜇(𝑡)𝑦(𝑡). 

 

1.4: Separable equations 

We bekijken de differentiaalvergelijking 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝑔(𝑡)

𝑓(𝑡)
 

Hieruit volgt 

𝐹(𝑦(𝑡)) = ∫ 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 + 𝑐, (𝐹(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑦) 𝑑𝑦) 

En we kunnen dan meestal makkelijk 𝑦(𝑡) eruit halen. 

 

Bij een beginwaarde probleem kunnen we eerst de vergelijking oplossen en dan de constante bepalen 

m.b.v. de beginwaarde. Ook kunnen we de vergelijking 

∫ 𝑓(𝑟) 𝑑𝑟
𝑦

𝑦0

= ∫ 𝑔(𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

 



Oplossen. 

1.9: Exact equations, and why we cannot solve very many differential equations 

We kunnen alle differentiaalvergelijkingen oplossen die van de vorm 
𝑑

𝑑𝑡
𝜙(𝑡, 𝑦) = 0 zijn. 

 

Definitie: De differentiaalvergelijking 

𝑀(𝑡, 𝑦) + 𝑁(𝑡, 𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0  

Heet exact als 
𝜕𝑀

𝜕𝑦
=

𝜕𝑁

𝜕𝑡
. 

We gaan nu drie methoden bekijken om een impliciete oplossing te bepalen: 

1e methode: 𝜙(𝑡, 𝑦) = ∫ 𝑀(𝑡, 𝑦) 𝑑𝑡 + ℎ(𝑦). We kunnen vervolgens ℎ(𝑦) bepalen met  

ℎ′(𝑦) = 𝑁(𝑡, 𝑦) − ∫
𝜕𝑀(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑦
𝑑𝑡 

2e methode: 𝜙(𝑡, 𝑦) = ∫ 𝑁(𝑡, 𝑦) 𝑑𝑦 + 𝑘(𝑡). We kunnen vervolgens 𝑘(𝑡) bepalen met 

𝑘′(𝑡) = 𝑀(𝑡, 𝑦) − ∫
𝜕𝑁(𝑡, 𝑦)

𝜕𝑡
𝑑𝑦 

3e methode: Dit is de 1e en 2e methode samen. Als we 𝜙(𝑡, 𝑦) bepalen zoals bij deze methoden, dan zien 

we vaak al snel wat ℎ(𝑦) en 𝑘(𝑡) zijn. 

 

We schrijven de impliciete oplossing uiteindelijk als 𝜙(𝑡, 𝑦) = 𝑐, waarbij 𝑐 constant is. 

 

Vergelijkingen die niet exact zijn, kunnen we exact maken door een integrerende factor te gebruiken. 

Deze moet voldoen aan 

𝑀
𝜕𝜇

𝜕𝑦
+ 𝜇

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 𝑁

𝜕𝜇

𝜕𝑡
+ 𝜇

𝜕𝑁

𝜕𝑡
 

Wat we soms tegenkomen is dat de integrerende factor alleen afhangt van 𝑡 óf van 𝑦. Stel het hangt 

alleen van 𝑡 af, dan wordt de vorige vergelijking 

𝑁
𝑑𝜇

𝑑𝑡
= 𝜇 (

𝜕𝑀

𝜕𝑦
−

𝜕𝑁

𝜕𝑡
) of 

𝑑𝜇

𝑑𝑡
=

(
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−

𝜕𝑁

𝜕𝑡
)

𝑁
𝜇 

We willen dat 
(

𝜕𝑀

𝜕𝑦
−

𝜕𝑁

𝜕𝑡
)

𝑁
 alleen afhangt van 𝑡, zodat 𝜇(𝑡) = 𝑒∫ 𝑅(𝑡)𝑑𝑡, 𝑅(𝑡) =

(
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−

𝜕𝑁

𝜕𝑡
)

𝑁
 

 

 

 

  



Chapter 2: Second-order linear differential equations 
2.1: Algebraic properties of solutions 

Een tweede orde differentiaalvergelijking is van de vorm 

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
= 𝑓 (𝑡, 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
) 

Beginvoorwaarde zijn nu van de vorm 𝑦(𝑡0) = 𝑦0 en 𝑦′(𝑡0) = 𝑦0′ 

Tweede orde differentiaalvergelijkingen zijn erg moeilijk op te lossen, we kunnen alleen de 

differentiaalvergelijkingen van de vorm 

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑝(𝑡)

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑞(𝑡)𝑦 = 𝑔(𝑡) 

Oplossen. Dit is een lineaire tweede orde differentiaalvergelijking. 

 

We bekijken weer de homogene differentiaalvergelijking 

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑝(𝑡)

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑞(𝑡)𝑦 = 0 

Het Existence-uniqueness Theorem laat zien dat er een oplossing bestaat en dat deze uniek is. Hiervoor 

zijn wat voorwaarden, maar daar wordt op het tentamen wel aan voldaan. 

 

We kunnen een operator definiëren die van 𝑦(𝑡) een nieuwe functie maakt 

𝐿[𝑦](𝑡) = 𝑦′′(𝑡) + 𝑝(𝑡)𝑦′ + 𝑞(𝑡)𝑦 

Een operator met de volgende eigenschappen 

1. 𝐿[𝑐𝑦] = 𝑐𝐿[𝑦] 

2. 𝐿[𝑦1 + 𝑦2] = 𝐿[𝑦1] + 𝐿[𝑦2] 

Heet een lineaire operator. We zien dat 𝑦(𝑡) een oplossing is van de homogene differentiaalvergelijking 

als 𝐿[𝑦](𝑡) = 0. Wegens de eigenschappen zien we dat alle lineaire combinaties 𝑐1𝑦1(𝑡) + 𝑐2𝑦2(𝑡) 

oplossingen zijn van de differentiaalvergelijking. 

 

Als 𝑦1(𝑡) en 𝑦2(𝑡) twee oplossingen zijn, zodat 𝑦1(𝑡)𝑦2
′ (𝑡) − 𝑦1

′ (𝑡)𝑦2(𝑡) ≠ −, dan is de algemene 

oplossing van de homogene differentiaalvergelijking gelijk aan 𝑦(𝑡) = 𝑐1𝑦1(𝑡) + 𝑐2𝑦2(𝑡). 

 

We noemen 𝑦1(𝑡)𝑦2
′ (𝑡) − 𝑦1

′ (𝑡)𝑦2(𝑡) de Wronskiaan van 𝑦1 en 𝑦2 en noteren het als 𝑊(𝑡) =

𝑊[𝑦1, 𝑦2](𝑡). 

 

Definitie: De functies 𝑦1(𝑡) en 𝑦2(𝑡) heten lineair afhankelijk als de één een constante keer de ander is. 

Ze heten onafhankelijk als ze niet afhankelijk zijn. 

 

De Wronskiaan is niet gelijk aan 0 ⟺ de oplossingen zijn lineair onafhankelijk. Dus als we twee lineair 

onafhankelijke oplossingen hebben, dan weten we de algemene oplossing. Deze twee functies heten 

een fundamentele verzameling van oplossingen. 

 

2.2: Lineair equations with constant coefficients 

We bekijken in deze paragraaf de homogene lineaire tweede orde differentiaalvergelijking van de vorm 

𝐿[𝑦] = 𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0 

We zien dat de tweede afgeleide, eerste afgeleide en de functie zelf van hetzelfde type moeten zijn. 

Oftewel, formules als polynomen zullen niet goed zijn. E-machten daarentegen wel. 



𝐿[𝑒𝑟𝑡] = (𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐)𝑒𝑟𝑡 = 0 ⟺ 𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 
Dit geeft twee oplossingen 

𝑟1 =
−𝑏 + √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 & 𝑟2 =

−𝑏 − √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

Als de determinant groter is dan 0, dan krijgen we als oplossing 𝑦(𝑡) = 𝑐1𝑒𝑟1𝑡 + 𝑐2𝑒𝑟2𝑡. 

 

Als de determinant kleiner is dan 0, dan krijgen we complexe oplossingen voor 𝑟. De oplossing wordt 

dan  

𝑦(𝑡) = 𝑒−
𝑏𝑡
2𝑎[𝑐1 cos(𝛽𝑡) + 𝑐2 sin(𝛽𝑡)], 𝛽 =

√4𝑎𝑐 − 𝑏2

2𝑎
 

We vinden dit door één van de oplossingen van 𝑟 te gebruiken en dan 𝑦(𝑡) = 𝑐1𝑅𝑒{𝑒𝑟1𝑡} + 𝑐2𝐼𝑚{𝑒𝑟1𝑡}. 

 

Als de determinant gelijk is aan 0, dan krijgen we één oplossing voor 𝑟 en dus ook maar één oplossing, 

𝑦1(𝑡), voor de differentiaalvergelijking.  

 

Gegeven één oplossing van de differentiaalvergelijking 𝑦′′ + 𝑝(𝑡)𝑦′ + 𝑞(𝑡)𝑦 = 0. Een 2e lineair 

onafhankelijke oplossing is 

𝑦2(𝑡) = 𝑦1(𝑡) ∫ 𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 , 𝑢(𝑡) =
𝑒− ∫ 𝑝(𝑡) 𝑑𝑡

𝑦1
2(𝑡)

 

In het geval met constante coëfficiënten vinden we dat 𝑦2(𝑡) = 𝑡𝑦1(𝑡). 

 

2.3: The nonhomogeneous equation 

We bekijken nu de differentiaalvergelijking 𝐿[𝑦] = 𝑦′′ + 𝑝(𝑡)𝑦′ + 𝑞(𝑡)𝑦 = 𝑔(𝑡). 

 

We zien dat 𝑦(𝑡) = 𝑐1𝑦1(𝑡) + 𝑐2𝑦2(𝑡) + 𝜓(𝑡), waarbij 𝑦1 en 𝑦2 oplossingen zijn van de homogene 

differentiaalvergelijking en 𝜓 een oplossing is van de particuliere oplossing. 

 

2.4: The method of variation of parameters 

Er wordt hier een methode gegeven om een particuliere oplossing te vinden m.b.v. de homogene 

oplossingen. Dit is een nogal rottige manier, dus bekijk vooral ook de volgende paragraaf met ‘judicious 

guessing’. 

 

𝜓(𝑡) = 𝑢1(𝑡)𝑦1(𝑡) + 𝑢2(𝑡)𝑦2(𝑡) 

𝑢1
′ (𝑡) = −

𝑔(𝑡)𝑦2(𝑡)

𝑊[𝑦1, 𝑦2](𝑡)
 & 𝑢2

′ (𝑡) =
𝑔(𝑡)𝑦1(𝑡)

𝑊[𝑦1, 𝑦2](𝑡)
 

 

2.5: The method of judicious guessing 

Stel 𝑔(𝑡) is een polynoom, en de differentiaalvergelijking heeft constante coëfficiënten. Dan 

𝜓(𝑡) {

𝐴0 + 𝐴1𝑡 + ⋯ + 𝐴𝑛𝑡𝑛, 𝑐 ≠ 0

𝑡(𝐴0 + 𝐴1𝑡 + ⋯ + 𝐴𝑛𝑡𝑛), 𝑐 = 0, 𝑏 ≠ 0

𝑡2(𝐴0 + 𝐴1𝑡 + ⋯ + 𝐴𝑛𝑡𝑛), 𝑐 = 0, 𝑏 = 0

 

Een andere differentiaalvergelijking die we tegen kunnen komen is 𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = (𝑎0 + 𝑎1𝑡 + ⋯ +

𝑎𝑛𝑡𝑛)𝑒𝛼𝑡. Dan is een particuliere oplossing 𝑦(𝑡) = 𝑒𝛼𝑡𝑣(𝑡), met 𝑎
𝑑2𝑣

𝑑𝑡2 + (2𝛼𝑎 + 𝑏)
𝑑𝑣

𝑑𝑡
+ (𝑎𝛼2 + 𝑏𝛼 +

𝑐)𝑣 = 𝑎0 + 𝑎1𝑡 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑡𝑛. 



 

Stel we hebben een complexe differentiaalvergelijking 𝐿[𝑦] = 𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑔1(𝑡) + 𝑖𝑔2(𝑡) met 

als oplossing 𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡) + 𝑖𝑣(𝑡). Dan 𝐿[𝑢] = 𝑔1 en 𝐿[𝑣] = 𝑔2. 

 

2.8: Series solutions 

Machtreeksen zijn oneindige polynomen. Sommige eigenschappen zijn 

1. 𝑦(𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1(𝑡 − 𝑡0) + 𝑎2(𝑡 − 𝑡0)2 + ⋯ = ∑ 𝑎𝑛(𝑡 − 𝑡0)𝑛∞
𝑛=0  heet een machtreeks rond 

𝑡 = 𝑡0 

2. Machtreeksen hebben een convergentiestraal (radius of convergence) 𝜌, zodat de reeks 

convergeert voor |𝑡 − 𝑡0| < 𝜌 en divergeert voor |𝑡 − 𝑡0| > 𝜌. 

3. We kunnen de reeks per term integreren/differentiëren en deze nieuwe reeksen hebben 

dezelfde convergentiestraal. 

4. Een manier om de convergentiestraal te bepalen is de Cauchy test, 𝜆 = lim𝑛→∞
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
 en 𝜌 =

1

𝜆
. 

5. [∑ 𝑎𝑛(𝑡 − 𝑡0)𝑛∞
𝑛=0 ][∑ 𝑏𝑛(𝑡 − 𝑡0)𝑛∞

𝑛=0 ] = ∑ 𝑐𝑛(𝑡 − 𝑡0)𝑛∞
𝑛=0 , 𝑐𝑛 = 𝑎0 + 𝑎1𝑏𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏0 

∑ 𝑎𝑛(𝑡−𝑡0)𝑛∞
𝑛=0

∑ 𝑏𝑛(𝑡−𝑡0)𝑛∞
𝑛=0

 (𝑏0 ≠ 0) is ook een machtreeks. 

6. Vele functies zijn te schrijven (te benaderen met) machtreeksen. 

 

Laat 𝑡 complexe waarden aannemen en zij 𝑧0 het dichtstbijzijnde punt bij 𝑡0 zodat 𝑓 of een van de 

afgeleiden niet meer bestaat op 𝑧0. Dan is de convergentiestraal 𝜌 gelijk aan de afstand tussen 𝑡0 en 𝑧0 

in het complexe vlak. 

 

We bekijken nu de differentiaalvergelijking 𝐿[𝑦] = 𝑃(𝑡)𝑦′′ + 𝑄(𝑡)𝑦′ + 𝑅(𝑡)𝑦 = 0, met 𝑃(𝑡), 𝑄(𝑡), 𝑅(𝑡) 

machtreeksen rond 𝑡0. Laat dan 𝜌 zodat 
𝑄(𝑡)

𝑃(𝑡)
 en 

𝑅(𝑡)

𝑃(𝑡)
 convergeren voor |𝑡 − 𝑡0| < 𝜌. Dan is de 

differentiaalvergelijking analytisch rond 𝑡 = 𝑡0 en is de convergentiestraal van de oplossing op zijn minst 

𝜌. We vinden de coëfficiënten van 𝑦 door de machtreeks in de differentiaalvergelijking te stoppen en de 

som van alle coëfficiënten die voor dezelfde machten van 𝑡 staan gelijk te stellen aan 0. 

 

Vanaf hier gaat 2.8 nog langer door, maar dit is nogal veel om te lezen en volgens mij niet nodig. Bekijk 

het zelf nog mocht je het willen. (vanaf bladzijde 198). 

 

2.9: The method of Laplace transforms 

Definitie: Zij 𝑓(𝑡) een functie gedefinieerd op 0 ≤ 𝑡 < ∞. Dan is de Laplace transformatie gelijk aan 

ℒ{𝑓(𝑡)} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

∞

0

 

De Laplace operator is lineair. Er zijn een paar condities op 𝑓(𝑡): 

1. 𝑓 is stuksgewijs continu, dus 𝑓 heeft een eindig aantal discontinuïteiten op elk interval en de 

linker- en rechterlimiet bestaan voor elke discontinuïteit. 

2. ∃𝑀, 𝑐 ∈ ℝ: |𝑓(𝑡)| ≤ 𝑀𝑒𝑐𝑡, 0 ≤ 𝑡 < ∞ 

 

ℒ{𝑓′(𝑡)} = 𝑠ℒ{𝑓(𝑡)} − 𝑓(0) 

ℒ{𝑓′′(𝑡)} = 𝑠2ℒ{𝑓(𝑡)} − 𝑠𝑓(0) − 𝑓′(0) 

 



Bekijk Example 4 op bladzijde 230 voor een voorbeeld van hoe je dit goed kan gebruiken om een tweede 

orde differentiaalvergelijking op te lossen. 

 

2.10: Some useful properties of Laplace transforms 

ℒ{−𝑡𝑓(𝑡)} =
𝑑

𝑑𝑠
ℒ{𝑓(𝑡)} 

ℒ{𝑒𝑎𝑡𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑠 − 𝑎), ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑠) 

 

2.11: Differential equations with discontinuous right-hand sides 

Een functie 𝑓, met 𝑐 naar rechts verschuiven doen we door 𝑔(𝑡) = 𝐻𝑐(𝑡)𝑓(𝑡 − 𝑐), met 𝐻𝑐(𝑡) =

{
0, 0 ≤ 𝑡 < 𝑐

1, 𝑡 ≥ 𝑐
, wij kennen hem als de unit step function, ze noemen hem ook wel de Heaviside function. 

ℒ{𝐻𝑐(𝑡)𝑓(𝑡 − 𝑐)} = 𝑒−𝑐𝑠𝐹(𝑠) 

Zie Example 4 voor het opdracht, waarbij ze een discontinue funcite gebruiken bij een 

differentiaalvergelijking. Het is een beetje gedoe doen met Heaviside functies. 

 

2.12: The Dirac delta function 

𝛿(𝑡) = 0 ∀𝑡 ≠ 0 en ∫ 𝛿(𝑡) 𝑑𝑡
∞

−∞
= 1 

We zien ook ∫ 𝑔(𝑡)𝛿(𝑡 − 𝑡0) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= {

𝑔(𝑡0), 𝑎 ≤ 𝑡0 ≤ 𝑏
0, 𝑒𝑙𝑠𝑒

. 

ℒ{𝛿(𝑡 − 𝑡0)} = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝛿(𝑡 − 𝑡0) 𝑑𝑡
∞

0

= 𝑒−𝑠𝑡0 , 𝑡0 ≥ 0 

 

2.13: The convolution integral 

De convolutie van 𝑓 met 𝑔 wordt gegeven door 

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡 − 𝑢)𝑔(𝑢) 𝑑𝑢
𝑡

0

 

Het bijzondere eraan is dat ℒ{(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡)} = ℒ{𝑓(𝑡)} × ℒ{(𝑔(𝑡)} 

 

De convolutie kan gebruikt worden om “makkelijk” de inverse van een Laplace te vinden. (Zie Example 3 

en 4 bladzijden 255 en 256). 

 

2.14: The method of elimination for systems 

Hier wordt uitgelegd hoe twee differentiaalvergelijkingen die van elkaar afhangen (dus 𝑥′, 𝑦′ hangen van 

𝑥, 𝑦 af) opgelost kunnen worden. Bekijk even één Example (bladzijde 257) en je snapt het wel. 

 

2.15: Higher-order equations 

Alle theorie is hetzelfde als voor 2de orde differentiaalvergelijkingen, maar dan dus voor hogere orden. 

𝐿[𝑦] = 𝑎𝑛(𝑡)
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑡𝑛
+ 𝑎𝑛−1(𝑡)

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑡𝑛−1
+ ⋯ + 𝑎0(𝑡)𝑦 = 0, 𝑎𝑛(𝑡) ≠ 0 

Heet een algemene nde orde homogene differentiaalvergelijking. De beginvoorwaarden die hier bij 

horen zijn 

𝑦(𝑡0) = 𝑦0, 𝑦′(𝑡0) = 𝑦0
′ , … , 𝑦𝑛−1(𝑡0) = 𝑦0

𝑛−1 

Zij 𝑦1(𝑡), … , 𝑦𝑛(𝑡) 𝑛 lineair onafhankelijke oplossingen van de differentiaalvergelijking, dan is 

𝑦(𝑡) = 𝑐1𝑦1(𝑡) + ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛(𝑡) de algemene oplossing. 



 

Stel niet homogeen, dan 𝑦(𝑡) = 𝑐1𝑦1(𝑡) + ⋯ + 𝑐𝑛𝑦𝑛(𝑡) + 𝜓(𝑡) 

 

Er staat nog meer in het hoofdstuk, maar dit is dus allemaal hetzelfde. Zelf vond ik Example 6 op 

bladzijde 261 nog wel handig om te bekijken. 

  



Chapter 3: Systems of differential equations 

3.1: Algebraic properties of solutions of linear systems 

In dit hoofdstuk wordt gekeken naar simultane 1e orde differentiaalvergelijkingen, dus 
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑓1(𝑡, 𝑥1, … , 𝑥𝑛) 

⋮ 
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝑓𝑛(𝑡, 𝑥1, … , 𝑥𝑛) 

De oplossing hiervan zijn 𝑛 functies. We hebben ook weer beginvoorwaarden 𝑥1(𝑡0) = 𝑥1
0, … , 𝑥𝑛(𝑡0) =

𝑥𝑛
0. 

 

We kunnen ook een nde orde differentiaalvergelijking omschrijven naar een simultane 1e orde 

differentiaalvergelijking door 𝑥1(𝑡) = 𝑦, 𝑥2(𝑡) =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
, … , 𝑥𝑛(𝑡) =

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑡𝑛−1 . 

 

Wanneer alle functies 𝑓 lineaire functies zijn van 𝑥1, … , 𝑥𝑛, dan heet het systeem van vergelijkingen 

lineair. Als alle functies niet van een aparte functie van 𝑡 afhangen, dus niet 
𝑑𝑥𝑘

𝑑𝑡
= 𝑎𝑘1(𝑡)𝑥1 + ⋯ +

𝑎𝑘𝑘(𝑡)𝑥𝑘 + ⋯ + 𝑎𝑘𝑛𝑥𝑛 + 𝑔𝑘(𝑡), dan is het systeem homogeen. Zonder 𝑔𝑘(𝑡) is het dus homogeen. 

 

In dit hoofdstuk hangen de coëfficiënten niet van 𝑡 af. 

 

We bekijken vervolgens alles met vectoren en matrices. Dit ga ik niet in deze samenvatting stoppen, 

want we kennen het allemaal van lineaire algebra. Mocht je nog je kennis erover willen opfrissen, lees 

dan bladzijde 266 t/m 269 

 

Als 𝒙(𝑡) en 𝒚(𝑡) twee oplossingen zijn, dan zijn 𝑐𝒙 en 𝒙 + 𝒚 ook oplossingen. 

 

3.4: Applications of linear algebra to differential equations 

Ook voor zo’n systeem van differentiaalvergelijkingen geldt het “Existence-unqueness theorem”, dus er 

bestaat een oplossing en deze is uniek. 

 

De dimensie van de ruimte van alle oplossingen van een homogeen lineair systeem van 

differentiaalvergelijkingen is 𝑛. 

 

Om te kijken of 𝑛 oplossingen (𝑥1, … , 𝑥𝑛) lineair onafhankelijk zijn hoeven we alleen maar een 

makkelijke 𝑡0 te kiezen en te kijken of 𝑥1(𝑡0), … , 𝑥𝑛(𝑡0) lineair onafhankelijke vectoren in ℝ𝑛 zijn. 

 

3.8: The eigenvalue-eigenvector method of finding solutions 

We bekijken een 1e orde lineaire homogene differentiaalvergelijking 

�̇� = 𝑨𝒙, 𝒙 = (

𝑥1

⋮
𝑥𝑛

) , 𝑨 = (

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

) 

Definitie: 𝒗 heet een eigenvector van 𝑨 met eigenwaarde 𝜆, als 𝑨𝒗 = 𝜆𝒗. Hierbij laten we de vector 

𝒗 = 𝟎 buiten beschouwing. 

 



We weten allemaal hoe we de eigenwaarden en eigenvectoren kunnen vinden. 

 

De algemene oplossing van de differentiaalvergelijking die aan het begin van deze paragraaf is gegeven 

is gelijk aan 

𝒙(𝑡) = 𝑐1𝑒(𝜆1𝑡)𝑣1 + 𝑐2𝑒𝜆2𝑡𝑣2 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑒𝜆𝑛𝑡𝑣𝑛 

Hierbij mogen de eigenwaarden gelijk aan elkaar zijn. 

 

Eigenvectoren bij verschillende eigenwaarden zijn onafhankelijk. 

 

3.9: Complex roots 

Als 𝜆 = 𝑎 + 𝑖𝑏 een complexe eigenwaarde is van 𝑨 met eigenvector 𝒗 = 𝒗𝟏 + 𝒊𝒗𝟐, dan is 𝒙(𝑡) = 𝑒𝜆𝑡𝒗 

een complexe oplossing van �̇� = 𝑨𝒙. Zij 𝒙(𝑡) = 𝒚(𝑡) + 𝑖𝒛(𝑡) een complexe oplossing, dan zijn 𝒚(𝑡) en 

𝒛(𝑡) reële oplossingen. 

 

3.10: Equal roots 

We definiëren 

𝑒𝑨𝑡 = 𝑰 + 𝑨𝑡 +
𝑨2𝑡2

2!
+ ⋯ +

𝑨𝑛𝑡𝑛

𝑛!
+ ⋯ 

𝑰 is de identiteitsmatrix. 

 

Dit geeft de volgende manier om 𝑛 lineair onafhankelijke oplossingen te vinden van �̇� = 𝑨𝒙 te vinden. 

1. Als er 𝑛 verschillende eigenwaarden zijn, dan 𝒙(𝑡) = 𝑐1𝑒(𝜆1𝑡)𝑣1 + 𝑐2𝑒𝜆2𝑡𝑣2 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑒𝜆𝑛𝑡𝑣𝑛 

2. Stel er zijn maar 𝑘 < 𝑛 verschillende eigenwaarden. Dan hebben we i.i.g. 𝑘 verschillende 

oplossingen van de vorm 𝑒𝜆𝑡𝒗. Om de andere oplossingen te vinden kiezen we een eigenwaarde 

𝜆 en we zoeken elke 𝒗, zodat (𝑨 − 𝜆𝑰𝒙(𝑡))
2

𝒗 = 𝟎 en (𝑨 − 𝜆𝑰)𝒗 ≠ 𝟎. Voor deze 𝒗 is 

𝑒𝑨𝑡𝒗 = 𝑒𝜆𝑡[𝒗 + 𝑡(𝑨 − 𝜆𝑰)𝒗] een andere oplossing. We doen dit voor elke 𝜆. 

3. Als we nu nog niet genoeg oplossingen hebben, dan zoeken we alle 𝒗, zodat (𝑨 − 𝜆𝑰𝒙(𝑡))
3

𝒗 =

𝟎 en (𝑨 − 𝜆𝑰)𝒗 ≠ 𝟎. Voor deze 𝒗 is 𝑒𝑨𝑡𝒗 = 𝑒𝜆𝑡 [𝒗 + 𝑡(𝑨 − 𝜆𝑰)𝒗 +
𝑡2

2!
(𝑨 − 𝜆𝑰)2𝒗] een andere 

oplossing. We doen dit voor elke 𝜆. 

4. We blijven dit herhalen totdat we 𝑛 lineair onafhankelijke oplossingen hebben. 

 

3.11: Fundamental matrix solutions; 𝒆𝑨𝒕 

Zij 𝒙1(𝑡), … , 𝒙𝑛(𝑡), 𝑛 lineair onafhankelijke oplossingen van �̇� = 𝑨𝒙, dan is elke oplossing te schrijven 

als 𝒙(𝑡) = 𝑐1𝒙1(𝑡) + ⋯ + 𝑐𝑛𝒙𝑛(𝑡). Laat dan 𝑿(𝑡) de matrix zijn met als kolommen 𝒙1(𝑡), … , 𝒙𝑛(𝑡). Elke 

oplossing is dan te schrijven als 𝒙(𝑡) = 𝑿(𝑡)𝒄, 𝒄 = (

𝑐1

⋮
𝑐𝑛

). De matrix 𝑿(𝑡) heet een fundamentaal matrix. 

 

Zij 𝑿(𝑡) een fundamentaal matrik van �̇� = 𝑨𝒙, dan is 𝑒𝑨𝑡 = 𝑿(𝑡)𝑿−1(0) 

 

3.12: The nonhomogeneous equation; variation of parameters 

We bekijken nu �̇� = 𝑨𝒙 + 𝒇(𝑡). Via wat wiskundig gedoe ziek we dat 𝒙(𝑡) = 𝑿(𝑡)𝑿−1(𝑡0)𝒙0 +

𝑿(𝑡) ∫ 𝑿−1(𝑠)𝒇(𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

𝑡0
. Als 𝑿(𝑡) de fundamentele matrix oplossing 𝑒𝑨𝑡 is, dan wordt dit 



𝒙(𝑡) = 𝑒𝑨(𝑡−𝑡0)𝒙0 + ∫ 𝑒𝑨(𝑡−𝑠)𝒇(𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

 

Vaak is het makkelijker om de homogene oplossing op te lossen en dan een particuliere oplossing te 

gokken. (Bijvoorbeeld 𝝍(𝑡) = 𝒃𝑒𝑐𝑡). 

 

3.13: Solving systems by Laplace transforms 

Schrijf �̇� = 𝑨𝒙 + 𝒇(𝑡), 𝒙(0) = 𝒙0. En laat 𝑿(𝑠) = ℒ{𝒙(𝑡)} = (
ℒ{𝑥1(𝑡)}

⋮
ℒ{𝑥𝑛(𝑡)}

) en 𝑭(𝑠) = ℒ{𝒇(𝑡)} =

(
ℒ{𝑓1(𝑡)}

⋮
ℒ{𝑓𝑛(𝑡)}

). Dit resulteert is 

𝑠𝑿(𝑠) − 𝒙0 = 𝑨𝑿(𝑠) + 𝑭(𝑠) ⟺ (𝑠𝑰 − 𝑨)𝑿(𝑠) = 𝒙0 + 𝑭(𝑠) 

 

Chapter 4: Qualitative theory of differential equations 
4.1: Introduction 

We bekijken weer de differentiaalvergelijking �̇� = 𝒇(𝑡, 𝒙), maar nu 𝒇 niet lineair. Er zijn geen methoden 

bekend om zo’n differentiaalvergelijking op te lossen. Wel kunnen we er andere dingen mee. Één van de 

dingen waar we in geïnteresseerd zijn, zijn evenwichtspunten. Dat zijn punten 𝒙0 = (
𝑥1

0

⋮
𝑥𝑛

0
), zodat 

𝒙(𝑡) = 𝒙0 een oplossing is van de differentiaalvergelijking. We willen ook wat over de stabiliteit van 

oplossingen weten. Oftewel, stel we gaan iets van de oplossing af, komen we dan weer terug op de 

oplossing, of gaan we naar oneindig? Ook is het interessant om te weten wat er gebeurt als 𝑡 → ∞. Deze 

drie onderwerpen worden in dit hoofdstuk beschouwd. 

 

Het is makkelijk om de evenwichtspunten te vinden. We zien dat er moet gelden �̇� = 𝟎, dit geeft 

“makkelijke” vergelijkingen. 

 

Differentiaalvergelijkingen, waarbij 𝒇 niet van de tijd afhangt heten autonoom (autonomous). 

 

4.2: Stability of linear systems 

We bekijken hier autonome differentiaalvergelijkingen. Zij 𝝓(𝑡) een oplossing van �̇� = 𝒇(𝒙). We gaan 

onderzoeken of 𝝓(𝑡) stabiel is. 

 

Definitie: Een oplossing is stabiel als elke oplossing die dicht bij deze oplossing ligt, er voor altijd dicht bij 

blijft. Een oplossing is dan onstabiel als er minstens één andere oplossing bestaat, zodat deze in het 

begin dichtbij ligt, maar ver weg gaat met de tijd. 

 

Voor de lineaire differentiaalvergelijking �̇� = 𝑨𝒙 geldt het volgende: 

1. Als alle eigenwaarden van 𝑨 een negatief reëel deel hebben, dan zijn alle oplossingen stabiel 

2. Als ten minste één van de eigenwaarden van 𝑨 een negatief reëel deel hebben, dan zijn alle 

oplossingen instabiel 



3. Deze zullen we niet gebruiken (ben ik nooit tegengekomen i.i.g.), bekijk bladzijde 378 als je het 

wilt zien. Het komt erop neer dat voor elke eigenvector, 𝒗, met 𝑅𝑒{𝜆} = 0 moet gelden dat 

𝑨𝒗 = 𝟎. 

 

Definitie: de lengte van een vector 𝒙 = (

𝑥1

⋮
𝑥𝑛

) is hier ||𝒙|| = max{|𝑥1|, … , |𝑥𝑛|}. (dit wordt gebruikt om 

het vorige te bewijzen). 

 

Definitie: Een oplossing heet asymptotisch stabiel als het stabiel is en elke oplossing die er dichtbij 

genoeg bij begint, de oplossing benaderd wanneer 𝑡 → ∞. In het bijzonder voor evenwichtspunten geldt 

dat elke oplossing dichtbij het punt er naartoe gaat als 𝑡 → ∞. 

 

4.3: Stability of equilibrium solutions 

We bekijken nu �̇� = 𝑨𝒙 + 𝒈(𝒙), waarbij 𝒈(𝒙) = (
𝑔1(𝒙)

⋮
𝑔2(𝒙)

) klein is t.o.v. 𝒙. Dit zien we als 
𝑔1(𝒙)

||𝒙||
, … ,

𝑔𝑛(𝒙)

||𝒙||
 

continue functies zijn die 0 worden als 𝒙 = 𝟎. Dit is zo als 𝒈(𝒙) een polynoom is die begint met een orde 

2 of hoger. 

 

Als we zo’n functie 𝒈(𝒙) hebben, dan: 

1. De evenwichtsoplossing 𝒙(𝑡) = 𝟎 asymptotisch stabiel als de evenwichtsoplossing 𝒙(𝑡) = 𝟎 

asymptotisch stabiel is bij de vergelijking �̇� = 𝑨𝒙. Dus als alle eigenwaarden van 𝑨 negatief 

reëel deel hebben. 

2. De evenwichtsoplossing van �̇� = 𝑨𝒙 + 𝒈(𝒙) is instabiel als ten minste één eigenwaarde een 

positief reëel gedeelte heeft. 

3. De stabiliteit van een oplossing kan niet worden bepaald vanuit de stabiliteit van �̇� = 𝑨𝒙 als er 

een ten minste één eigenwaarde is met reëel gedeelte gelijk aan 0 (en de rest negatief). 

 

Bekijk nu een autonome differentiaalvergelijking �̇� = 𝒇(𝒙) met evenwichtspunt 𝒙0. 

1. Zij 𝒛 = 𝒙 − 𝒙0 

2. Schrijf 𝒇(𝒙0 + 𝒛) in de vorm 𝑨𝒛 + 𝒈(𝒛), met 𝒈(𝒛) een vector polynoom van 𝒛 die begint met 

een orde van 2 of hoger. 

3. Als het reële gedeelte van alle eigenwaarden van 𝑨 negatief zijn, dan is het evenwichtspunt 

stabiel, als er ten minste één eigenwaarde is met een positief reëel gedeelte, dan is het 

evenwichtspunt instabiel. 

 

Ik raad het aan om Example 2 op bladzijde 391 te bekijken, daar kan je mooi zien hoe het voorgaande 

precies werkt. 

 

4.4: The phase-plane 

We bekijken 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑦),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥, 𝑦). Dan zien we dat 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑑𝑥

𝑑𝑡

=
𝑔(𝑥,𝑦)

𝑓(𝑥,𝑦)
. Dus de banen van de 

oplossingen zijn de oplossingen van 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑔(𝑥,𝑦)

𝑓(𝑥,𝑦)
. 



 

Dit gaat alleen goed als 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 en 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
, niet ergens tegelijkertijd 0 zijn. Als een baan van 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑔(𝑥,𝑦)

𝑓(𝑥,𝑦)
 door een 

evenwichtspunt van 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑦) of 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥, 𝑦) gaat, dan is het een vereniging van allemaal 

verschillende banen. 

 

Ook al krijgen we vaak geen expliciete oplossingen kunnen we wel de baan van een oplossing vinden, 

omdat we op elk punt weten wat de richting is (dat zijn dus de pijltjes in een faseportret) en daar 

kunnen we krommen uit afleiden. 

 

4.6: Quantative properties of orbits 

�̇� = 𝒇(𝒙), 𝒙 = (

𝑥1

⋮
𝑥𝑛

) , 𝒇(𝒙) = (
𝑓1(𝑥1, … , 𝑥𝑛)

⋮
𝑓𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛)

) 

Als alle functie 𝑓1, … , 𝑓𝑛 continue partiële afgeleiden hebben (met respect tot 𝑥1, … , 𝑥𝑛), dan heeft het 

beginvoorwaarde probleem �̇� = 𝒇(𝒙), 𝒙(𝑡0) = 𝒙0 een oplossing, die uniek is. 

 

Als 𝝓(𝑡) een oplossing is, dan is 𝝓(𝑡 + 𝑐) ook een oplossing (oftewel het maakt niet uit “wanneer” we 

op de oplossing beginnen). 

 

Hieruit volgt dat door elk punt maar één oplossing gaat. Ook geldt dat als een oplossing een keer terug 

komt in zijn beginpunt na een tijd 𝑇, dan is de oplossing periodiek met periode 𝑇. 

 

Hiervoor mag er dus geen evenwichtspunt liggen op zo’n kromme. 

 

4.7: Phase portraits of linear systems 

We bekijken hier �̇� = 𝑨𝒙, 𝒙 = (
𝑥1

𝑥2
) , 𝑨 = (

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

). 

 

Wanneer de eigenwaarden 𝜆1 < 𝜆2 < 0, dan hebben we een stabiele knoop als evenwichtspunt. Als 

0 < 𝜆1 < 𝜆2, dan hebben we een instabiele knoop als evenwichtspunt. Als 𝜆1 = 𝜆2 < 0, dan andere 

vorm maar volgens mij ook een stabiele knoop. Voor 0 < 𝜆1 = 𝜆2 nu dan instabiele knoop. 

 

Stel 𝜆1 < 0 < 𝜆2, dan hebben we een zadelpunt. 

 

Als we eigenwaarden 𝜆1 = 𝛼 + 𝑖𝛽 en 𝜆2 = 𝛼 − 𝑖𝛽 hebben met 𝛽 ≠ 0, dan onderscheiden we nog 

1. 𝛼 = 0, dan krijgen we cirkels rond het evenwichtspunt. Dit noemen we centrum. De richting van 

rotatie bepalen we door op een bepaald punt te kijken wat de richting is. 

2. 𝛼 < 0, dit geeft een stabiele spiraal. 

3. 𝛼 > 0, dit geeft een instabiele spiraal. 

 

Stel we hebben �̇� = 𝑨𝒙 + 𝒈(𝒙), met 𝒈(𝒙) weer klein t.o.v. 𝒙. Dan is het faseportret van deze 

differentiaalvergelijking hetzelfde als bij �̇� = 𝑨𝒙, rond de evenwichtspunten. 

 



Bij Huiswerk 3 zagen we dat als we een matrix kunnen definiëren als 𝑨 = (

𝜕�̇�

𝜕𝑥

𝜕�̇�

𝜕𝑥
𝜕�̇�

𝜕𝑥

𝜕�̇�

𝜕𝑦

). Door dan de 

evenwichtspunten in te vullen, verkrijgen we wat voor evenwichtspunten het zijn. 

 

4.8: Long time behavior of solutions; the Poincaré-Bendixson Theorem 

In deze paragraaf wordt gekeken naar het gedrag van een oplossing na een lange tijd. 

 

Als een oplossing montoon en begrensd is, dan convergeert het. 

Als een oplossing naar een vector convergeert, bijvoorbeeld (
𝑥1

𝑥2
), dan is (𝑥1, 𝑥2) een evenwichtspunt 

van de differentiaalvergelijking.  

 

Bekijk 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎𝑥 − 𝑏𝑥𝑦 − 𝑒𝑥2,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑐𝑦 + 𝑑𝑥𝑦 − 𝑓𝑦2, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 constanten. Een oplossing 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) 

die in een gebied 𝐼 begint op 𝑡 = 𝑡0, dan blijft het in dit gebied voor 𝑡 ≥ 𝑡0 en uiteindelijk benaderd het 

het evenwichtspunt 𝑥 =
𝑎

𝑒
, 𝑦 = 0. 

 

Er zijn nog wat meer Lemma’s over deze differentiaalvergelijking, bekijk hiervoor bladzijde 431. 

 

Nu komt de Theorem van Poincaré-Bendixson: 

Stel een oplossing 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) van de differentiaalvergelijking 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑡),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥, 𝑡), in een begrensd 

gebied blijft, waar geen evenwichtspunt in zit. Dan gaat de baan als een spiraal naar een gesloten 

kromme, wat zelf een periodieke oplossing van de differentiaalvergelijking is. 

 

Paragrafen 4.9 en 4.10 staan op de planning, maar is niet voor het tentamen. 


