Mekelweg 4, 2628 CD DELFT

tentamen Analyse (deel 14 2) — wi10051In, dl. 1+2
25 januari 2006, 09.00-12.00 uur

Deelname aan dit tentamen is voorbehouden aan wie zich hebben opgegeven.
Zo nodig wordt je werk onbeoordeeld terzijde gelegd.

Het formuleblad van het instellingspakket en een rekenmachine mogen worden gebruikt.
Onderling contact, communicatieapparatuur, boeken en aantekeningen zijn niet toegestaan.

Elk antwoord dient van een deugdelijke argumentatie te worden voorzien.
Tenziyj anders gevraagd worden exacte antwoorden verlangd.

Let op: vul de juiste code in waaronder je resultaten moeten worden geregistreerd —

wil 005, gehele stof voor studenten in het nieuwe Informatica-curriculum, en 8
wil 005 THEt, gehele stof voor studenten in de Elektrotechniek-schakelklas.

1. Bereken met de regel van De I’'Hospital of met behulp van machtreeksen:

g 200 2 ;
z—0 X
2. a) Differenticer 2% 4
. a ifferenticer —= naar x.
NS
b) Gegeven zij het punt (2,2v/2) op de ellips 2 + 4y> = 36. 6

Geef de vergelijking van de raaklijn in het gegeven punt aan de ellips.

a

3. a) Bereken [ zVa?-—22dz (a>0). 6

0
1

b) Bereken [ (2?+1)e ®dz. 6
0

4. Is de volgende reeks absoluut of relatief (conditionally) convergent, of divergent?

5
1) — 8
nz:%( ) vVn3 +8n? + 6

o0
5. a) Bepaal een machtreeks van de vorm > a,z" voor cos(2z%). 8

n=0

o0 xn
b) Geef d tiestraal d htreek: 1) —=—. 4
) Geef de convergentiestraal van de machtreeks nz:(:)( ) gy



6. Op het domein D = {(x,y) € IR? |z > 0} is een functie f: D — IR gegeven door

flz,y) =y
af of 0 f
Bereken 92 8_y en 922

1 2
7. Bereken //+—x2dA als R=[-1,1] x [0,1].
1+y
R

8. a) Losop: ¥+ 9y =1+¢%,

b) Bepaal alle oplossingen van 2z? — 2z + 1 =0 en teken deze in het complexe vlak.

Normering

Elk onderdeel levert maximaal het aantal in de kantlijn vermelde punten op.
Als t het aantal toegekende punten is, en q het resultaat van de quizzen voor deel 2
(8 <t <80 en0<q<10), is het cijfer c:max{é, % (ce N, 1 <¢<10).
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1. met de regel van De I"Hospital:
In(l+z)—= I'H el V'H (1;1)2
. - 0 :os . 1+ 0 :os . x o
iy = o) 7y = ) T i
met reeksontwikkelen:
In(1 —
g ROFD) —E
z—0 x2 z—0 2 z—0

1 1

1 Ve-s—Inz- 5= 1_1]

2. a) Gebruik de quotiéntregel: 4 <ﬂ> 5 e 2 1T .
Vi e e

dz
b) Zie y als functie van z en differentieer beide leden van de vergelijking impliciet
naar z. Er komt: 2z 4+ 8yy’ = 0. Omdat we de richtingscoéfficiént in het punt
(2,2v/2) moeten weten vullen we 2 =2 en y = 2v/2 in. Dit levert

;o I —_1
4416V2y =0<=y wf V2.

De vergelijking van de raaklijn door (2,2v/2) is dus
y—2v2 = 2(x —2) <=2+ 42y =18.

2 2

— = du=-2zdzenz=0—u=a’enz=a<—u=0.

0

3. a) Neem u=ua

1 1 S |
De integraal gaat over in —5\/ﬂdu = [—gu\/ﬂ] = ga?’.
(12
a2

b) Om de veelterm weg te werken integreren we twee keer partieel:

1
1
/ 2+ 1)ePdx = [—(az2+1)e_‘”—/—2xe_‘”dx] =
0
0
[—(z?+1)e ™™ —2ze7® — [—2e™® dx](l) = [(—2% — 22 - 3) e_‘”](l]
Opmerking: dit is Stewart, 5" ed., §7.1, 20) [uit de lijst].

= 3(1-2).

e

4. absolute convergentie: gebruik het limietkenmerk. Merk eerst op dat de noemer zich
o0
12,

voor grote n gedraagt als v/n3!. We vergelijken de reeks daarom met >

= Vn3
5
e S ,/ 3
e lim Vn38n246 n3+f3n2+6 = lim 35 > =5 lim ¢ ———— " i —

n—oo s n—0o0 \/n + 8nc + n—o0 n° + 8n® + 6
5 4 1i ! 54 ! 5, terwijl

im —————— = — =5, terwi

nooo 1484+ 8 1+0+0 )

(p = % < 1); hieruit volgt:

e de recks van absolute waarden van de gegeven reeks is divergent.
We weten nu dat de gegeven reeks niet absoluut convergent is.
relatieve convergentie: gebruik het kenmerk van Leibniz:

e de breuk is altijd positief, dus maakt de (—1)" de reeks alternerend;

!de andere termen onder het wortelteken zijn verhoudingsgewijs onbelangrijk
2we moeten de sommatie in 1 laten beginnen
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5 < 5
{/(n+1)348(n+1)2+6 V/n34+8n2+6
waarden dalend; en

. 5 5 . .
e lim —2—— = =2 =0; hieruit volgt:
n—oo 4n3+8n2+6 oo ’ o)
e de gegeven recks is convergent.

voor alle n, dus is de reeks van absolute

De conclusie luidt dat de gegeven reeks relatief convergent is.

5. a) We vullen y = 22 in in de Maclaurin-reeks van cosy:

cos(223) = cosy = i(—l)” v = i(— (2:5 ) i ”22”33—6”.
S @)~ & a on)!

Opmerking: rechtstreekse berekening is veel werk en leidt niet tot een uitdrukking
voor de algemene term van de machtreeks.

b) We gebruiken het verhoudingskenmerk van d’Alembert:

n+1
)" | n? 5 gnt!
lim = = lim . . =
o | g | e [ 2
. 1 1 || . .
lim ———— -~ |r|=-— =1 als [z| =5 = de convergentiestraal is 5.
of 1y 0% f -1 y of

7. R={(z,y)| —1<z<1len0<y<1} en dusis

1 1 1 1

1+ 1+ 2? 2 1
12 0] de = 1 E I
//1+y / /1+y2 o / ( +”7")/1+y2 i
—1 0 0

-1
1

1
/((1+x2)-[arctany](1)> dxz/(l—kaﬂ-%dxz%[3:4—%:1:3]1_1:%-%:
“1 “1

1 1
[of] / / 1 1:1: / (/ 11352 z | dy met verwisselde integratievolgorde.
y?
R

8. a) als tweede-orde differentiaalvergelijking:
de gereduceerde differentiaalvergelijking y” 4+ 9y’ = 0 heeft als karakteristieke
vergelijking 72+ 9r = 0 met de verschillende oplossingen 0 en —9; we vinden
yr = Chp + Cge_% .
Omdat 0 al oplossing is van de karakteristieke vergelijking (en de gereduceerde
oplossing dus al een constante term bevat) gebruiken we een extra factor x
voor de eerste term van het rechterlid; dus bevat y,, een term ax.
De tweede term van het rechterlid leidt tot een term be®® in yp (9 is geen
oplossing van de karakteristieke vergelijking).

.

[SSIIN)

We nemen y, = ar + be¥? —> 91/3 =a+ 9%’ = yg = 81b¢e%" en vullen dit

in in de oorspronkelijke niet-gereduceerde differentiaalvergelijking:
816 e 4+9a+81be%” = 1+e% = a = % en b= W}Z = Yp = %x—I—W}Qe%.
De algemene oplossing is y. = yp + yr = %x + W}Qe% + C1 + Coe™97,
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na omzetting in een eerste-orde differentiaalvergelijking:
we schrijven z =y = 2/ = ¢”; het ontbreken van een term met y zelf levert
ons nu de eerste-orde differentiaalvergelijking 2’ + 9z = 1 4 7.

Een integrerende factor is I(x) = exp ( J9 dx) = ¢ en de oplossing is

2= [(%(14e%)) do=e [ (e + ') du =
o9 (Le9 4 Lolso o) = 14 Lodo 4 Cyedo,
Om y te verkrijgen moeten we deze oplossing primitiveren:
Ya=[ (% + %e% + Ce™97) da = %x + T}Qe% — %Cge*% +Cy.
b) kwadraatafsplitsen:
22— 2241=2(z"—z2+3)=2((z—3%)*-1+1%
(z — 1) = —1 = (£3i)?; we concluderen dat z =

met de aangepaste abc-formule:

_——2:|:i\/m_ 1(2:|:i\/1):%i%i~

z= 22 =1
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